Zadanie 1.

W ramach modelu wewnetrznego w rezimie Wyptacalno$¢ 11, aktuariusz analizuje wptyw
warto$ci wspotczynnikow korelacji Pearsona pomiedzy stratami w liniach biznesowych
na faczny wymog wyptacalnosci. W swojej analizie rozwaza metodg¢ agregacji wariancji-
kowariancji postaci:

SCR = xT x T * x,

gdzie wektor x zawiera wymogi kapitatlowe dla poszczegdlnych linii biznesowychi X =
[pi;] jest macierzg korelacji pomigdzy liniami biznesowymi.

a) Wyznacz pochodnq Ri nadaj jej interpretacje w kontekscie rozwazanej analizy

(2p).

b) W oparciu o wynik z p. a), wyjasnij, w ktorych liniach, ze wzgledu na brzegowe
wymogi kapitatowe, wptyw wspolczynnika korelacji jest najwiekszy na laczny
wymog kapitatowy (1p).

c¢) Podaj wady i1 zalety zastosowanej metody analizy wptywu wspotczynnikow
korelacji, biorgc pod uwage, ze ostateczne wyznaczenie wymogu kapitatowego w
ramach modelu wewnetrznego dokonywane jest w wyniku wykonania 100 tys.

symulacji z wielowymiarowego rozktadu strat w liniach biznesowych, o r6znych
rozktadach brzegowych i kopule Gaussa (2p).
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Wyrazenie ZSC - h interpretujemy jako zmian¢ wymogu wyptacalnosci w wyniku

Pi,j
zmiany wspofczynnika korelacji p; ; pomigdzy stratami w dwoch liniach

biznesowych o h, gdzie zakltadamy, Ze h jest mate.

b) Zmiana wspolczynnika korelacji pomigdzy liniami biznesowymi bedzie miata
najwigkszy wptyw na wymog wyptacalnosci dla linii o najwyzszych wymogach
kapitatowych.
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c) Wada: metoda agregacji wariancji-kowariancji daje poprawy wymog
wyplacalnosci na poziomie portfela w sytuacji, gdy straty w liniach biznesowych
pochodza z rozktadu eliptycznego (np. wielowymiarowy rozktad normalny).

Zaleta: metoda agregacji wariancji-kowariancji pozwala na wyznaczenie
(przyblizonego) wymogu wyptacalno$ci przy innej warto$ci wspotczynnikdéw
korelacji bez wykonywania symulacji.



Zadanie 2.

W oparciu o Rozporzadzenie Delegowane Wyptacalnos¢ 11, odpowiedz:

a)

b)

Jakie dwa warunki muszg spetnia¢ stopy struktury terminowej podstawowej stopy
procentowej wolnej od ryzyka (2p).

Na podstawie jakich instrumentéw finansowych ustalane sa podstawowe stopy
procentowe wolne od ryzyka (2p).

Wyjasnij pojecie ostatecznej stopy forward (Ultimate Forward Rate) (1p).

. Rynek tych instrumentéw finansowych musi by¢ gteboki, ptynny i

przejrzysty.

. Muszg one pozwala¢ na wyznaczenie podstawowych stop
procentowych wolnych od ryzyka w wiarygodny sposéb (dodatkowo,
jak precyzuje ust. 1, muszg by¢ one skorygowane o ryzyko kredytowe).

. Podstawowym instrumentem sg swapy stép procentowych
wyznaczane dla danej waluty.

. Jezeli dla danego terminu zapadalnosci (lub danej waluty) stopy
swapow nie sg dostgpne na rynkach spetniajgcych warunek
gtebokosci, ptynnosci i przejrzystosci, wykorzystuje sie stopy obligaciji
skarbowych (rzgdowych) emitowanych przez panstwo, w ktérego
walucie denominowane sg zobowigzania.

Ostateczna stopa forward (UFR) to ustalona administracyjnie,
dtugoterminowa stopa procentowa, do ktdrej asymptotycznie zmierza (jest
ekstrapolowana) krzywa stép procentowych wolnych od ryzyka dla bardzo
dtugich terminéw zapadalnosci (czyli takich, dla ktérych na rynku brakuje juz
ptynnych instrumentdéw finansowych.

Jej fundamentalng cechg jest to, ze jest ona stabilna w czasie i zmienia sig
jedynie z powodu zmian dtugoterminowych oczekiwarn makroekonomicznych
(np. dtugoterminowej oczekiwanej inflacji i realnej stopy procentowej).
Mechanizm UFR ma na celu ochrong zaktadéw ubezpieczen przed
nadmierng i sztuczng zmiennoscig wymogodw kapitatowych dla
dtugoterminowych zobowigzan ubezpieczeniowych (np. w ubezpieczeniach
na zycie).




Zadanie 3.

Rozwazamy dwuletnie ubezpieczenie z funduszem kapitalowym z gwarantowanymi
okresowymi $wiadczeniami rentowymi. Biezaca warto$¢ rachunku wynosi 100 i
ubezpieczony ma prawo do dwoch wyptat w wysokosci 50 na koniec dwoch kolejnych
okresow. Wartos$¢ rachunku w ubezpieczeniu zalezy od stop zwrotu z funduszu. W celu
modelowania stop zwrotu z funduszu stosujemy drzewo dwumianowe. Warto$¢ funduszu
moze wzrosnac o 5% lub spac o 5% z prawdopodobienstwami historycznymi na poziomie
0.7510.25. Stopa wolna od ryzyka wynosi 3% rocznie w catym okresie. Pomijamy ryzyko
$miertelnosci. Na rynku finansowym dostgpne sa rachunek bankowy wolny od ryzyka
oraz fundusz. Nie ma ograniczen w handlu na rynku finansowym.

a) Opisz ryzyko finansowe w powyzszym produkcie (1p).

b) Jak mozna wyeliminowa¢ ryzyko finansowe w powyzszym modelu, z punktu
widzenia teoretycznego (1p).

¢) Wyznacz warto$¢ gwarancji okresowych $§wiadczen rentowych zgodnie z zasada
braku arbitrazu (3p).

a) Ryzyko finansowe w powyzszym ubezpieczeniu zwigzane jest ze spadkiem
wartosci rachunku ubezpieczeniowego, w wyniku zmiany wartosci funduszu, co
moze prowadzi¢ do niewyplacenia $wiadczen rentowych w gwarantowanej
wysokosci 1 strat po stronie ubezpieczyciela.

b) W powyzszym modelu ryzyko finansowe mozemy zabezpieczy¢ konstruujac
portfel replikujacy straty ubezpieczyciela.

¢) Wyznaczamy warto$¢ rachunku ubezpieczeniowego przed wyptata Swiadczenia
rentowego w momentach t = 1,2 w mozliwych scenariuszach zmiany wartosci
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Wartosci rachunku w momencie t = 2 zostaly wyznaczone przy zalozeniu, ze w
momencie t = 1 wyplacamy gwarantowane $wiadczenie rentowe w wysokosci

"

50. Gwarancji jest in-the-money tylko w momencie t = 2 w scenariuszu spadku
wartosci funduszu w pierwszym okresie.

Wyznaczamy prawdopodobienstwo wolne od ryzyka g = 0.8, rozwigzujac
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Posiadajac $rodki w wysokosci 0.27 ubezpieczyciel moze utworzy¢ portfel
replikujacy, ktory pokryje straty w wysokosci 2.75 1 7.25 pojawiajace si¢ w
scenariuszu spadku wartosci funduszu w pierwszym okresie oraz, odpowiednio,
spadku 1 wzrostu wartosci funduszu w drugim okresie.



Zadanie 4.

Rozwazamy ryzyko sktadki i ryzyko rezerw w rezimie Wyptacalnos¢ I w segmencie
ubezpieczenia odpowiedzialnosci cywilnej z tytulu uzytkowania pojazdow
mechanicznych (segment 1) oraz w segmencie ubezpieczenia od ognia i innych szkdd
rzeczowych (segment 4). Miary wielko$ci ryzyka sktadki wynosza, odpowiednio, 30 1 40,
odchylenia standardowe ryzyka sktadki wynosza 10% 1 8%, miary wielkosci ryzyka
rezerw wynosza 20 1 30, odchylenia standardowe ryzyka rezerw wynosza 9% 1 10%,
wspoOtczynnik korelacji pomigdzy ryzykiem sktadki i ryzykiem rezerw wynosi 0.5,
wspotczynnik korelacji pomigedzy segmentami wynosi 0.25.

a) Stosujemy agregacj¢ hierarchiczng zgodnie z Formula Standardowa. Na
pierwszym poziomie agregujemy ryzyko sktadki z ryzykiem rezerw dla kazdego
segmentu oddzielnie, na kolejnym poziomie agregujemy taczne ryzyko sktadki i
rezerw pomi¢dzy dwoma segmentami. Wyznacz wymog kapitatowy dla ryzyka
sktadki 1 ryzyka rezerw dla obu segmentow tacznie (zdywersyfikowany kapitat)
zgodnie z Formulg Standardowa (2p).

b) Wykorzystujac ogolng definicj¢ alokacji Eulera, wyprowadz wzor i przeprowadz
alokacj¢ zdywersyfikowanego kapitatu do poziomu ryzyka sktadki w segmencie
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Zadanie 5.

Aktuariusz monitoruje jakos¢ swoich prognoz Value-at-Risk w ramach modelu kapitatu
ekonomicznego dla ryzyka finansowego. W oparciu o dzienne dane historyczne cen akceji,
przeprowadzil back-testing prognoz. Dla kolejnych momentéw czasu, poczynajac od 1
lutego 2024, z krokiem dziennym, oszacowal 100 wartosci Value-at-Risk straty
jednodniowej na poziomie istotnosci 0.99 i porownal swoje prognozy z rzeczywistymi
zaobserwowanymi stratami. Aktuariusz odnotowal przekroczenia prognozy Value-at-
Risk w kolejnych dniach o numerach 7,9, 10, 26, 77, 89, 90, 91.

a) Wyjasnij jak czesto spodziewasz si¢ przekroczen prognozy Value-at-Risk i1
intuicyjnie ocen jako$ prognoz, gdy zaktadamy, ze straty w kolejnych okresach sa
niezalezne o takim samym rozkladzie (2p).

b) Zatézmy, ze liczba przekroczen prognozy Value-at-Risk tworzy ciag niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadzie Bernoulliego:

e [le wynosi warto$¢ prawdopodobienstwa sukcesu w tym rozktadzie? (1p).

e Zaproponuj test, ktory zweryfikowatby jakos prognoz w oparciu o rozktad

odstepdéw czasu pomigdzy przekroczeniami prognozy Value-at-Risk (2p).

a) Spodziewamy si¢ jednego przekroczenia poziomu wyznaczonego przez prognoze

VaR w ciggu 100 dni. Miara ryzyka VaR zostala niedoszacowana.

b) Wykorzystujac klasyczne wlasnosci ciggu Bernoulliego 1 interpretacje miary VaR
mozemy wnioskowac:

e Prawdopobienstwo sukcesu w pojedynczej probie wynosi 0.01.

e Mozemy wykorzystat dowolny test dopasowania rozkladu, gdzie
weryfikujemy hipotezg, ze odstepy czasu (mierzone w dniach) pomigdzy
przekroczeniami  VaR  pochodza z niezaleznych  rozkladow
geometrycznych (liczba porazek do pierwszego sukcesu).
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Zadanie 6.

Rozwazamy uproszczony model wewngtrzny w rezimie Wyplacalno$¢ II, w ktorym
rozwazamy wylacznie ryzyko rezerw pochodzace z jednego roku szkodowego. Stosujemy
model Incremental Loss Ratio, w ktorym skumulowane wyptaty (C;,i =0,...,n), w
przysztych latach kalendarzowych i, opisane s3g wzorem: C, = 100, C; = C;_; + X, gdzie
X;~N (u;, 0?) sa niezalezne oraz

Rok kalendarzowy Ui o;
i
1 200 50
2 100 30
3 30 10

Podane oszacowania (y;,0#) sa oszacowaniami best estimate dla rozktadow szkod i nie
zmieniajg si¢ w kolejnych latach kalendarzowych. Na rynku finansowym obserwujemy
plaska struktur¢ terminowa i roczna stopa wolna od ryzyka wynosi 0%.

a) Zapisz strat¢ jednoroczng i ostateczng, na ktore jesteSmy narazeni w ramach
modulu ryzyka rezerw. Doktadnie wyjasnij sktadowe strat (2p).

b) Wyznacz wymog kapitalowy dla ryzyka rezerw w powyzszym modelu
wewnetrznym w rezimie Wyplacalnos¢ I, wyjasnij wybor straty 1 miary ryzyka
(2p)-

c) W ogodlnosci, analizujemy odchylenie standardowe straty jednorocznej do
odchylenia straty ostatecznej w ryzyku rezerw. Wyjasnij, czy dla linii biznesowej
z dlugim okresem (losowego) rozwoju szkdd spodziewasz si¢ mniejszego, czy
wigkszego wspotczynnika? (1p).
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Spodziewamy si¢ nizszego wspoiczynnika, poniewaz strata ostateczna ma
wieksza zmienno$¢ w sytuacji, gdy narazeni jesteSmy na losowy rozwoj szkod z
dhluzszym ogonem rozwoju .



Zadanie 7.

Firma ubezpieczeniowa przygotowuje bilans w rezimie Wyptacalno$¢ Il na koniec 2024r.
Wyznaczyta:

wielkos¢ srodkéw wiasnych (nadwyzka aktywow nad warto$¢ zobowigzan) rowna
100,

warto$¢ najlepszego oszacowania zobowigzan (best estimate) rdwna 200,
kapitatowe wymogi wyptacalnosci na kolejne trzy lata na poziomie 100, 50, 20
(zaktadamy, ze wymogi wyznaczane s3 na poczatku danego roku
kalendarzowego).

Na rynku finansowym obserwujemy ptaska strukture terminowg i stopa wolna od ryzyka
wynosi 2% na koniec 2024. Wartos¢ najlepszego oszacowania przeptywu pieni¢znego w
roku 2025, ktore jest uwzglednione w najlepszym oszacowaniu zobowigzania na koniec
2024, wynosi 100 (zakltadamy, Ze przeptyw nastepuje na koncu roku, przed wyceng
zobowigzania na koniec 2025). Na koniec roku 2025 okazato si¢, ze przeptyw pieni¢zny
w roku 2025 wyniost 125, zamiast oczekiwanych 100, i aktuariusz postanowit zmieni¢
zatozenia wyceny, co skutkowato zwigkszeniem najlepszego oszacowania zobowigzan i
kolejnych kapitalowych wymogdéw wyptacalnosci o 20% w pordwnaniu z oszacowaniem,
ktore zostaloby policzone na koniec 2025 przy parametrach ustalonych na koniec 2024.
Struktura terminowa stop procentowanych nie zmienita sig.

a)
b)

c)

d)

Va

Wyznacz warto$¢ najlepszego oszacowania zobowigzan na koniec 2025 (1p).
Wyznacz margines ryzyka na koniec 2025 (1p).

Wyznacz wielko$¢ srodkow wiasnych na koniec 2025, przyjmujac zatozenie, ze
aktywa lokowane sa w instrumenty wolne od ryzyka (2p).

Wyznacz reverse stress dla przeptywu pieni¢znego w 2025 r., przy ktorym wartos¢
srodkow wilasnych spadnie do poziomu 80 (1p).
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Zadanie 8.

Rozwazamy dwie linie biznesowe, w ktérych wyznaczono jednoroczne oczekiwane zyski
per ekspozycja na poziomie 30 i1 50 oraz jednoroczne wymogi kapitatowe per ekspozycja
na poziomie 100 i 175. Wymogi kapitatlowe oraz oczekiwane zyski zaleza liniowo od
ekspozycji. Wspotczynnik korelacji Pearsona pomigdzy jednorocznymi stratami w liniach
wynosi 0.25. Wymogi kapitatlowe dla linii i spotki wyznaczamy jako trzykrotnosci
odchylenia standardowego jednorocznej straty. Ekspozycje w obu liniach wynosza 100

jednostek.

a) Wyznacz miary RORAC dla linii biznesowych przy alokacji Eulera (2p).

b) Uzasadnij, w ktorej linii nalezy zwigkszy¢ ekspozycje, aby zmaksymalizowac

RORAC dla spotki (1p).

c¢) Wyjasdnij, co oznacza, z biznesowego 1 matematycznego punktu widzenia,
wlasnos¢ zgodnosci alokacji Eulera z miarg RORAC (RORAC compatibility), i
czy wlasno$¢ ta zachodzi takze dla innych metod alokacji (2p).
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c) Zgodnos¢ alokacji Eulera z miarg RORAC oznacza, ze zwigkszenie ekspozycji (o
matg wielko$¢) w linii o najwyzszym RORAC zwigckszy RORAC na poziomie
portfela. W konsekwencji, mozemy podejmowac decyzje inwestycyjne w oparciu
o miary RORAC. Alokacja Eulera jest jedyng alokacja spetniajaca ten warunek.



Zadanie 9.

Firma ubezpieczeniowa posiada zobowigzanie w wysokosci 100 i 200 w terminach
zapadalnosci rownych 3 1 6 lat. Struktura terminowa stop procentowych wyznaczona jest
w oparciu o stopy w terminach zapadalnosci 5 1 10 lat w wysokosci, odpowiednio, 5% i
7%. Stopy w pozostatych terminach zapadalno$ci, pomiedzy 5 i1 10 lat, definiowane sg
poprzez liniowa aproksymacje stop z terminow zapadalnosci 5 i 10 lat. Struktura
terminowa stop w terminach zapadalnos$ci ponizej 5 lat i powyzej 10 lat jest natomiast
ptaska. Przyjmujemy, ze stopy sa stopami spot oprocentowania ciagtego. Zmiany stop w
terminach 5 i1 10 lat w okresie tygodnia modelowane sg przy pomocy tacznego rozktadu
normalnego:

0.5 1
—x—=x0.5
100 100 )

()

Ponizej zaniedbujemy zmiany wartosci zobowigzania zwigzane ze skroceniem terminu
zapadalnosci.

0.52
ol €
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a) Stosujac aproksymacj¢ Taylora pierwszego rzedu wyznacz zmian¢ wartosci
zobowigzania w wyniku spadku stop procentowych w ciagu tygodnia w terminach
5110 lat o 2 punkty procentowe (2p).

b) Stosujac aproksymacje Taylora pierwszego rz¢du, wyznacz ryzyko zmiany
warto$ci zobowigzania w horyzoncie jednego tygodnia zwigzane ze zmiang
wartosci zobowigzania w wyniku zmian stop procentowych. Jako miar¢ ryzyka
zastosuj miar¢ Value-at-Risk na poziomie 99% (3p).
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Zadanie 10.
Rozwazamy strate L z rozktadu Pareto Pa(c, 1), ¢ > 1, postaci:
Fx)=1-(0+x)"¢ x=0.

Znamy miary ryzyka Value-at-Risk i Expected Shortfall dla rozktadu Pareto:
1 c 1
VaR,(L)=(1—a) c—1, ES,(L) = :(1 —a) c—1.

a) Wyznacz (1p)
I ES,(L)
aot- VaRy (L)

b) Dla ustalonego f € (0,1), znajdz a € (0,1), przy ktérym zachodzi VaRg(L) =
ESy(L) (1p).

¢) Czy rownanie z p. b) ma zawsze rozwigzanie? (1p).

d) Aktuariusz na potrzeby wewnetrznej oceny ryzyka dokonuje wyboru miary ryzyka
traktujac miarg ryzyka z rezimu Wyptacalno$¢ Il jako benchmark. Uzasadnij, jak
nalezy interpretowaé wyniki w punktach a) i ¢) w konteks$cie wyboru miary ryzyka
Value-at-Risk vs Expected Shortfall w modelach kapitalu ekonomicznego i
kwantyfikacji ekstremalnie duzej straty w przypadku strat z rozktadu typu Pareto
z bardzo niskim i bardzo wysokim parametrem c (2p).
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A) Przy niskich warto$ciach parametru ¢, ogon w rozktadzie Pareto jest cigzki, miary
VaR 1 ES przy wysokich poziomach ufnosci zwracajg istotnie rozne wyniki i miara

VaR potencjalnie nie opisuje poprawnie ryzyka w ogonie. Nalezy rozwazy¢ wybor
ES jako miary ryzyka. Przy duzych warto$ciach parametru ¢, ogon w rozkladzie
Pareto jest 1zejszy, miary VaR 1 ES przy wysokich poziomach ufnosci zwracaja
podobne wyniki 1 obie miary VaR 1 ES opisujg poprawnie ryzyko w ogonie.



