Prawdopodobienstwo 1 statystyka 11.10.2003r.

Zadanie 1
W loterii bierze udzial 10 oséb. Regulamin loterii faworyzuje te osoby, ktére w
eliminacjach osiagnety lepsze wyniki:

e Zwycigzca eliminacji, nazywany graczem nr. 1 otrzymuje 10 losow,

e Osoba, ktora zajeta drugie miejsce w eliminacjach, nazywana graczem nr. 2,
otrzymuje 9 losow,

e Osoba, ktora zajeta trzecie miejsce w eliminacjach, nazywana graczem nr. 3,
otrzymuje 8 losow,

e Osoba, ktora zajeta dziesiate miejsce w eliminacjach, nazywana graczem nr.
10, otrzymuje 1 los.

Jeden sposrod 55 loséw przynosi wygrana. Oblicz wartos¢ oczekiwanq numeru
gracza, ktory posiada wygrywajacy los.

A 4
B) 3
10
©) 3
D) 5
(E) 6
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Zadanie 2

Niech zmienna losowa S, bedzie liczba sukcesow w n probach Bernoulliego z
prawdopodobienstwem sukcesu p . O zdarzeniu losowym 4 wiemy, ze

Pr(A|Sn:k):aE dla k=01,....n,
n

gdzie a jest znang liczba, 0 <a <1.Oblicz E(S, | 4).

(A) pn+l-p
(B) ap(n+1)
(©) p(n+1)
(D) pn+l

(E) apn+1
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Zadanie 3

Rozwazmy probke X,,..,X, z rozkladu jednostajnego na odcinku [0,0] (z
nieznanym prawym koncem &). Niech M =max(X,,...,X,). Nalezy zbudowac¢

przedziatl ufnosci dla 6 na poziomie 90%. Chcemy, zeby ten przedziat byt
postaci [aM ,bM ], gdzie liczby a 1 b sa tak dobrane, zeby

Pr(6 < aM) = Pr(0 > bM) = 0.05.

Podaj dtugos¢ tego przedziatu.

(A) (%/0.95-40.05 )M

(B) ( 2/20 -1 jM

(®) ( 420 — | 2 jM

O (%19 )m

(E) ("20— 20 Je
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Zadanie 4

Rozwazmy sumg losowej liczby zmiennych losowych:
N
S=S,=>X,.
i=1

Przyjmijmy typowe dla kolektywnego modelu ryzyka zatozenia: skladniki X,
maja jednakowy rozktad prawdopodobienstwa, sa niezalezne od siebie nawzajem

1 od zmiennej losowej N . Przyjmijmy oznaczenia:

E(X,)=u, Var(X,)=0c’, E(N)=m, Var(N)=d’.

Podaj wspotczynniki a.,b, funkcji liniowej a.S +b., ktéra najlepiej przybliza
zmienng losowa N w sensie $redniokwadratowym:

E{(a.S+b.—N)*}= rralibnE{(aS+b—N)2}

(A) a.=1. b =0
y7i

2 2 2
(B) = 2éld 2’b*: 2’7/210' 2
ud +mo ud +mo

2 72 2
© a=—sh®  p= NI
wd +mo wd +mo

©) o= md> ~ quo_z
T2 42 20 UFT 0 42 2
wd +mo wd +mo

® md> ~ ,u202

m*d* + uo’’ m*d® + uc’

Wskazowka: Oblicz Cov(N,S) i Var(S).
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Zadanie 5

Niech X|,...,X,, bedzie probka z rozkladu jednostajnego o ggstosci danej wzorem:

1/6 dla 0<x<@,

X)=
Jo) {0 w  przeciwnym  przypadku.

Zmienne losowe X,,...,X,, nie sa w pelni obserwowalne. Obserwujemy zmienne

losowe Y, =min(X,,10). Oblicz estymator najwigkszej wiarogodnosci 0 parametru

6 na podstawie nastepujacej probki:

(Y,...Y, ) =( 4,810, 5,10,9, 7, 5, 8 10, 6, 10, 3, 10, 6, 10)

A

(A) 6=13.333
(B) 6=16
(C) 6=10
(D) 6=20

(E) nie mozna zastosowa¢ metody najwigkszej wiarogodnosci do tych danych

Wskazowka: Zauwaz, ze w probce jest 10 obserwacji mniejszych od 10 oraz 6
obserwacji o wartosci rownej 10.
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Zadanie 6

Rozwazmy nastgpujace zagadnienie testowania hipotez statystycznych. Dysponujemy
probka X,,...,X, z rozkladu normalnego o nieznanej $redniej x 1 znanej wariancji

rownej 1. Przeprowadzamy najmocniejszy test hipotezy H,:u =0 przeciwko
alternatywie H,:u =1 na poziomie istotnosci a =1/2. OczywiScie, moc tego testu
zalezy od rozmiaru probki. Niech /S, oznacza prawdopodobienstwo bigdu drugiego

rodzaju, dla rozmiaru prébki # .

Wybierz poprawne stwierdzenie:

(A) lim 1"? =1 (wraz ze wzrostem n, prawdopodobiefnstwo # maleje do zera z
n—»0 n

podobna szybkoscia, jak ciag 1/n).

(B) liml/ﬂ—”2 =1 (wraz ze wzrostem n, prawdopodobienstwo £, maleje do zera z
n—»0 n

podobna szybkoscia, jak ciag 1/n°).

B,

©) lim—z/ =1 (wraz ze wzrostem n, prawdopodobienstwo £, maleje do zera z

n—»o0 e—i’l 2

—nz/2)

podobna szybkoscia, jak ciag e

, B
(D) lim————
noe o2 27 n

zera z podobna szybkoscia, jak ciag e "'* /27 -n).

=1 (wraz ze wzrostem n, prawdopodobienstwo £, maleje do

(E) zadne z powyzszych stwierdzen nie jest prawdziwe
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Zadanie 7

Wybieramy losowo 5 kart sposrdd 52. Rozwazmy nastepujace zdarzenia losowe:

A,, = { wsrdd wybranych kart jest przynajmniej 1 as };
A, = { wsrdd wybranych kart sa przynajmniej 2 asy };
A, = { wsréd wybranych kart jest as pikowy }.

Oblicz prawdopodobienstwa warunkowe Pr(A4,, [ 4,,) 1 Pr(4,,[4 ;).
Wybierz prawidtowa odpowiedz:

(A)  Pr(4s,|A,) =Pr(4,,|4,,) =0.1222
(B)  Pr(4.,|4.) =02214 i Pr(4,,|4,,)=0.1222
(C)  Pr(d, | 4,) =0.1222 i Pr(4,,|4,,)=02214
(D) Pr(4., | A,,) = Pr(A,, | 4,,) =02214

(E)  Pr(4,,|4,) =03214 i Pr(d,,|4,,) =0.4537
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Zadanie 8

Niech X 1 Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych,
przy tym E[X]|=E[Y]=0, Var[X]=11 Var[Y]=3.

Oblicz Pr[| X |<|Y].

(A) Pr[| X |<|Y|] =0.6333
(B) Pr[| X |<|Y|] =0.7500
(C) Pr[| X |<|Y|] =0.5000
(D) Pr[| X |<|Y|] =0.6667

(E) Pr[| X |<|Y|] =0.7659
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Zadanie 9
Niech X|,...,X, bedzie probka z rozktadu o ggstosci danej wzorem:

1/6-1
X

0

dla 0<x<l

Jo(x)=
0 w przeciwnym przypadku.

Znajdz estymator najwigkszej wiarogodnos$ci 6 parametru 6 1 oblicz blad
$redniokwadratowy (ryzyko) tego estymatora,

R(0) = E,[(6-0)"].

1 1
(A) R(O)= —(0 +5j

2
n

®) R(H):%

©) R@®) =$

D) R(@):%(m%j

1

2
n

(E) RO)=
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Zadanie 10
Rozpatrzmy nastgpujacy model regres;ji liniowej bez wyrazu wolnego:

Y=0x+¢ (i=L..,n),

gdzie x;, sa znanymi liczbami, £ jest nieznanym parametrem, za§ & sa bledami
losowymi. Zaktadamy, ze

Ele]=0 i Varle]=x]c’ (i=1,....,n).

1

Skonstruuj estymator ,3 parametru £ o nastgpujacych wlasnosciach:

,8 jest liniowa funkcja obserwacji, tzn. jest postaci ,3 = ZCiYi ,

i=l1

,B jest nieobciazony, tzn. E,é =0,

oy

£ ma najmniejsza wariancjg¢ sposrod estymatorow liniowych i nieobcigzonych.

DX
(A) p= S
® jo=ETON F=1¥x,

© p= Sx

~ 1 K
(D) ﬁ_;zx_i
® -2t

Wskazowka: Mozna wyprowadzi¢ poprawny wzor rozwiazujac zadanie minimalizacji,
albo skorzysta¢ z Twierdzenia Gaussa-Markowa.

10
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