Zadanie 1.
Niech Xi,...,X,,n > 4 bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(6,1)

(normalmym o $redniej 6 i wariancji 1). Dla kazdego i € {1,...,n} zaobserwowano
jedynie czy obserwacja byta mniejsza od O czy nie, a doktadnie;:

1 jesliX; <0,
Y, =
0 jesli X; > 0.

n
Oznaczmy T = Z Y;, przez ® oznaczamy z kolei dystrybuante rozktadu standardowego

i=1
normalnego N(0,1). Na podstawie tak otrzymanych danych estymator parametru 6

otrzymany metoda najwigkszej wiarogodnosci wyraza si¢ wzorem:

A

1-0(24-0)= 1-3(-0)

9(-6)

P(Y=0)= P(X 2D) = I P(x<0)
Pl=1)=P(x20) = P(x<-6)

1)

7
L(g)= i P(Ymg)

L(g) = W(JL PLy= g)) = %W(V@:&))

az/

Y mB) (= N
S T _(‘4) =

m

4//1 T

w6 T _1E0) “-LXC 9)
56 © < L Pee0) * e ¥]=0 4o

Z[Oe( o " P(Y 4] 0

J:ﬁb.(u[ml;& licka V- 0:1 [Z'!‘cdm haba Y= 41 |
{-3C-6) $C6) =

m-T 1]
-+ =
-&(-8) 9(-9 0
h=0 | | | T
I-50) ~ §CH




Zadanie 2.

Wektor losowy (X,Y) ma rozktad ciagly o gestosci

2 dla {(x,y): (x,y) €(0,1)% y>x},
flx,y) =

0 w przeciwnym przypadku.

Y
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze [)—( jest liczba nieparzysta? Przez [z] oznaczamy

liczbg catkowita najblizsza liczbie z (przyjmujemy [n+ 1/2] = n dla liczby catkowitej
n).
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Zadanie 3.

Niech X; oznacza czas, ktéry uptywa od wypadku samochodowego do zgloszenia
szkody, natomiast X, oznacza czas, ktory uptywa od zgloszenia szkody do wyptlaty
odszkodowania. Oznaczmy 7" = X| + X3 (czas od wypadku do wyptaty odszkodowa-
nia). Wektor losowy (X7, X>) ma rozktad taczny:

1

- dla0<x; <10, 0<x <10, x;1+x <12,
fxi,x)=4 ¢

0  w przeciwnym przypadku,

gdzie ¢ > 0 jest stata. Ile wynosi ET?
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Zadanie 4.

Niech E bedzie dyskretng przestrzenia stanéw. Dla dwoch rozktadéw na tej przestrzeni:
p={ple)},qg={q(e)}, e € E definiujemy norm¢ catkowitego wahania:

dry(p,q) le

eeE

Ustalmy n > 3. Rozwazamy zbiér permutacji S, zbioru n-elementowego. Niech 7

1

oznacza rozktad jednostajny na tych permutacjach, tzn. Vo € 8, mamy n(c) = —
n!

Pomys$lmy o tych permutacjach jako o uktadach n kart. Rozwazmy nastgpujaca proce-
dure¢ tasowania kart, jej jeden krok to:

e Bierzemy karte, ktora jest obecnie na samej gorze 1 wktadamy ja losowo (tzn. z
prawdopodobieristwem 1/n) na kazda z mozliwych pozycji.

(Dla przyktadu, gdy n = 4 i startujemy z permutacji (1,2,3,4), to mozemy w 1 kroku

dojs¢ z prawdopodobienstwem 1/4 do kazdej z permutacji (1,2,3.4), (2,1,3,4), (2,3,1,4),

(2,3,4,1)).

Zalézmy, ze startujemy z permutacji identycznos$ciowej (1,2,...,n).
Niech p>(+) oznacza rozktad na permutacjach po wykonaniu dwéch krokow powyzszego
tasowania kart. Norma catkowitego wahania d;,(p,, ) wynosi:
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Zadanie 5.

Niech X 1Y beda dwoma niezaleznymi zmiennymi losowymi o standardowym rozktadzie
normalnym N(0, 1). Zdefiniujmy M =X +Y,N=X —Y.

Ile wynosi E(M''N'$) 2
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Zadanie 6.

Pewne urzadzenie przestaje dziataC tylko wtedy, gdy przestaja dziata¢ jego dwa kom-
ponenty. Czasy dziatania tych komponentéw 77 oraz 75> sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie wykladniczym z parametrem 1. Koszt dziatania urzadzenia
wyliczony zostat jako X = 27T} + T5. Ile wynosi Var(X)?

Vor (X) = Vo (&7, +T,) = ModTs) +valT,)= k4d= &

Zadanie 7.
Wektor losowy (X,Y) ma rozktad taczny o gestosci

c-x dla0<x<2,, max(0,1—x)<y<2-x,

fx,y) =

0 w przeciwnym przypadku,

gdzie ¢ > 0 jest stala. Wariancja warunkowej zmiennej losowej ¥ pod warunkiem
X =x,t. Var(Y|X =x) dlax € (1,2) wynosi:
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Zadanie 8.

Dyskretny wektor losowy (X,Y) ma rozktad taczny p(x,y) dlax=0,1 orazy=0,1,2.
Wiadomo, iz p(1,2) =2p(1, 1) i wartos¢ p(1, 1) jest taka, ze wariancja zmiennej losowej
Z = XY jest najwigksza (zmaksymalizowana).

Ile wynosi prawdopodobienstwo tego, ze X lub Y przyjmuje wartos¢ 0?
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P(x=0v Y=0)=4-2p= 046

Zadanie 9.

Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach wyktadniczych ta-

1
kich, ze EX = EY = T > (0. Wiadomo réwniez, ze A # 1.

X
Rozwazmy zmienng losowa Z = XTr Ile wynosi Var(Z) ?

X Exp(n) = X~ (4, 9)
Yo~ txp(n) Y ~ P4, 2)

KU, D), Yo P ) 2 e ~ ek (4, 4) ~ U(0,4)
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Vor(2)= 77
Zadanie 10.

Zmienne losowe X1, X> sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie U (6,60 + 1),
tj. o rozktadzie jednostajnym na przedziale (6,6 + 1), gdzie 6 > 0.

Interesuje nas testowanie hipotezy Hy : 6 = 0 przy alternatywie H; : 6 > 0. Rozwazmy
2 testy:

01(X1) : Odrzucamy Hy jesli X; > 0.95,

¢ (X1,X2) : Odrzucamy Hy jesli X; +X» > c.

Ile wynosi stata ¢ jesli wiadomo, ze test ¢ ma taki sam rozmiar jak test ¢;?

P(%,70.35)=P(X,+X, >c)

L = 0(X,+X, 7c)
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