Zadanie 1.

Niech X},X5,...,X,,n > 4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wykiad-
niczym o gestosci

flx) =
0 W p.p.
z nieznanym parametrem 6 > 0. Obserwujemy wartosci

g=iloml, i=1
' 3 y 1=1,...,

{ Be % dlax>0,

n
(gdzie | x| oznacza najwigksza liczbe catkowita m taka, ze m < x). Oznaczmy S = Z Y;.

i=1
Estymator najwigkszej wiarogodno$ci parametru 6 oparty na obserwacjach Yi,...,Y,

podany jest wzorem:
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Zadanie 2.

Wektor losowy (X,Y) ma tgczny rozktad

2(x+y) dlad0<y<x<1,
flx,y) =

0 W p.p.

1
NiechM =Y — X oraz N = 6X — 3Y. Ile wynosi E(N|M = —5) ?
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Zadanie 3.

Wybieramy z kota jednostkowego dwa punkty P; = (X;,Y)) oraz P, = (X, X>) w nastgpu-
jacy sposob:
X] = R] COS(G]), X2 = R2 008(92),

Yl :Rl sin(Gl), Y2:stin(92),

gdzie Ry, R, s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym U (0, 1),

a 01, 0, sa niezaleznymi (réwniez od R i R2) zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym
U(0,2m).

Niech D(P;, P,) oznacza kwadrat odlegtosci migdzy tymi punktami, tzn.

D(P,P,) = (X —Xg)2 + (Y — Yg)z. Ile wynosi warto$¢ oczekiwana E [D(P}, P,)]?
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Zadanie 4.

Mamy dwie urny, A i B. Poczatkowo w urnie A znajduja si¢ 3 czare kule, a w urnie B
znajdujq si¢ 4 biale kule. Losujemy po jednej kuli z obu urn - po czym je zamieniamy
(kule wylosowang z urny A wkiadamy do urny B, a ta wylosowang z urny B wktadamy
do urny A). Ile wynosi granica (gdy n — o) prawdopodobieristwa zdarzenia, ze w n-
tym kroku obie wylosowane kule sg tego samego koloru?
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wige dblicyt  prasdipodpbienatisn :
PLroma < carma) +Plbidle < baka) = % 2+ 5 2= 3

Zadanie 5.

Niech Xj,...,X,,n > 4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie o gestosci
2xe_x2, x>0
X] =
f&x) { 0 w przeciwnym przypadku,

Niech F oznacza dystrybuante zmiennej losowej o gestosci f. Zdefiniujmy

M, = max(Xy,...,X).

t
Ile wynosi Pr (M,, 2 =t (l — —)) dla ustalonego t € (0,n) ?
n
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Zadanie 7.
Wektor (X,Y) ma dwuwymiarowy rozktad normalny N(u,X) ze srednig u = (0,0.5) i

macierza kowariancji
Z (11
S \1 4 )

X

Zdefiniujmy zmienne losowe: U = ¢* oraz V = ¢". Ile wynosi Cov(U,V)?

(U V)= Gr(e o) = B[ " 1-Ele"] E[e]

E{&xavl: E[e,w LE:
V=Xt ~ V(055 1+4+42)=#(0.5; %)
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Zadanie 8.

Zmienna losowa X przyjmuje wartosci 1,2,3. Wiadomo, ze Pr(X = 1) = 1/4. Niech
X1,...,Xn,n > 3 bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie co
X. Zdefiniujmy

Yi=H{k: Xy =1}, i=123
(4. ¥; m6éwi o tym, ile razy pojawila si¢ liczba i wéréd n eksperymentow).
1
Wiadomo, ze Cov(Y) + 12,2+ Y3) = —E'L Ile wynosi EX?
X4+ |3

Pogl e T2-p T p
Gov (Y +Ye , Yot¥a) = (av (4, Ya) + Cov (¥, Vo) + lov LYy, ¥y )4
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Zadanie 9.

Zmienna losowa o rozktadzie Pareto(m, &) (gdzie m > 0, @ > 1) ma gesto§é

am®
ot

X>m,
g(x) =
0, w przeciwnym przypadku,

Zmienne losowe X, ...,X,,n > 3 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie

1
jednostajnym U (0, 0),0 > 0, tj. o gestosci f(x) = 9 dlax € (0, 0). Zat6zmy, ze rozktad

a priori parametru 6 ma rozktad Pareto(m, ). Ile wynosi E(6), gdzie 6 jest rozktadem
a posteriori — pod warunkiem, iz zaobserwowano X; =x; >0,...,.X,=x, >0?

o(rMOL
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Zadanie 10.

Rozpatrzmy nastgpujacy algorytm:
[U(0, 1) oznacza rozktad jednostajny na odcinku (0,1), wszystkie symulacje U;, U, sa
niezalezne, | x| oznacza najwigksza liczbe catkowita m taka, ze m < x].

e |

1. Wysymuluj U; ~ U(0,1) i podstaw ¥ = [—

Y+1
2. Wysymuluj U ~ U(0,1). Jesli U, < il to zwr6¢ X :=Y, KONIEC,

w przeciwnym przypadku IDZ DO LINII 1.

Jaki rozktad ma wynik dziatania algorytmu, tj. zmienna X?

Oznaczenia (dla p € (0,1) oraz A > 0):
e X ~ GeoO(p) oznacza rozktad Pr(X = k) = (1—p)*p, k=0,1,...
o X ~ Geol(p) oznacza rozktad Pr(X = k) = (1—-p)*'p, k=1,2,...

A,l‘
e X ~ Pois(A) oznacza rozktad Pr(X = k) = —e A k=0,1...
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