Matematyka ubezpieczen majatkowych 8.10.2007 r.

Zadanie 1.
Laczna warto$¢ szkéd z pewnego ubezpieczenia W =Y, +Y,+..+Y, ma rozklad
ztozony Poissona z oczekiwana liczba szkéd réwna A 1 rozkladem wartosci
pojedynczej szkody takim, ze Pr(Yl € {0,1,2,3,...}) =1. Niech:

o W(n)=max{¥, —n, 0}+max{¥, —n, 0}+...+ max{¥, —n, 0}
oznacza taczna warto$¢ odszkodowan z tego ubezpieczenia przy zalozeniu, ze
ubezpieczyciel pokrywa jedynie nadwyzki kazdej szkody ponad kwote n, gdzie n jest
liczba naturalna.
Wiemy, ze:

e Pr(Y >20):%,

o E[W(20)]=60,

o var[7(20)]=1400,

e 1=10.
Wobec tego var[W(21)] wynosi:

(A) 1277
(B) 1280
(C) 1283
(D) 1337

(E) 1343
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Zadanie 2.
Rozwaza si¢ niekiedy nastepujaca formute sktadki I1(X) za ryzyko X:
o I, (X)=x,+E{X-x]]
gdzie x, to kwantyl rzedu (1-¢), czyli taka wartos¢ x, dla ktorej Pr(X > x) =g, zas$
€ €(0,1) jest parametrem formuty.
Rolg formuty sktadki (z parametrem 7 € (0, 1) ) moze tez spetnia¢ sam kwantyl x, .

Dla zadanego rozktadu ciaglego zmiennej losowej X mozna znalez¢ posta¢ funkcji
2:(0,1) > (0,1) przypisujacej wartosci parametru & warto$¢ parametru 7 = g(¢)
taka, ze obie formuly zwracaja t¢ sama sktadke, a wigc iz zachodzi:

* X, =X, +E{[X—xg]+}

Jesli zmienna losowa X ma rozktad Pareto o dystrybuancie postaci:

s FX(X)=1—( - jaa
v+ Xx

gdzie parametry dystrybuanty spetniaja warunki:
e v>0oraz a>1,
to funkcja g jest postaci:

A  gle)=¢

B) gle)=¢

(D) gle)=¢

[
(
© )=o)
[
[

®) gle)=¢ l—i)a_ ’
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Zadanie 3.

Liczba szkéd N w ciagu roku z pewnego ryzyka ma rozktad Poissona z wartoscia
oczekiwang rowna A .

Wartosci kolejnych szkod V,,7Y,,..., Y, sa ii.d., niezalezne od zmiennej N. Rozktad

wartosci pojedynczej szkody okreslony jest na przedziale (O, 1] 1 ma warto$¢

oczekiwang rowna u oraz dodatnia wariancje rowna o .

Ubezpieczyciel wystawia na to ryzyko polis¢ z suma ubezpieczenia 1, z pokryciem
kazdej kolejnej szkody proporcjonalnym do ,,nieskonsumowanej do tej pory” czesci
sumy ubezpieczenia, a Wigc:
e za (ewentualna) szkodg Y, wyptaca odszkodowanie w petnej wysokosci Y,
e za(ewentualna) szkodg Y, wyptaca odszkodowanie w wysokosci (1 -Y, ) Y,
e za (ewentualna) szkod¢ Y, wyplaca odszkodowanie w wysokosci
=¥, -(1-1))- 1,]- v, co rowne jest (1-1,)-(1-1,) Y,
e za (ewentualna) szkod¢ Y, wyplaca odszkodowanie w wysokosci
=Y -(-1), -(-Y)J1-%,)%]Y,, to znaczy (1-Y, N1-Y, )1~ Y,)-%,, itd.
Niech X oznacza sumg wyplat z tej polisy.
Wariancja sumy wyptat var(X) dana jest wzorem:

(A exp(=2Aw)fexplAc® + au? )1

(B)  exp(-A)explio” + 24 J-exp(-2Au)

©)  exp(-24)explAc’ + 47 )~ {l—exp(~ 2p)}’
D) exp(-A)exp(Ao” + Au* )~ {L—exp(- Au)}’

(E) exp(—24u) exp(&a2 + /l,uz)

Wskazowka: zauwaz ze var(X) = var(1- X)
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Zadanie 4.
Proces U, z kapitalem poczatkowym U, = u zadany jest wzorem rekurencyjnym:

o U, =U, +o)+)-W, , n=123,.
gdzie i to stopa przychoddéw z inwestycji biezacej nadwyzki, ¢ to sktadka roczna
platna z gory, za§ W, to laczna warto$¢ szkéd w roku n platna na koniec roku.

Zaktadamy, ze W,,W,,W,,... to niezalezne zmienne losowe o identycznym rozkladzie
normalnym z warto$cia oczekiwang i wariancja rowna odpowiednio f, o> . Niech:

e B =V'U,
oznacza zdyskontowana (przy uzyciu rocznej stopy dyskonta v =(1+7)"") na moment

poczatkowy warto$¢ nadwyzki po n latach, zas:
e B =limB,

n—0

Ustalamy sktadkg ¢ w taki sposob, aby zapewni¢ iz Pr(BO0 > u)= 0.95. Dla i =4%
prowadzi to do formuty sktadki o postaci:

1
e c=——Uu+const-o,
1.04"

Gdzie stata const z doktadnoscia do jednej tysigcznej wynosi:
(A) const = 0.323
(B) const = 0.329
©) const =~ 0.316
(D) const ~0.335

(E) const = 0.310

Uwaga: kwantyl rzedu 0.95 standaryzowanej zmiennej normalnej wynosi ok. 1.645
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Zadanie 5.
Niech S, = N, + N, +...+ N, oznacza sumg n niezaleznych zmiennych losowych o

identycznym rozktadzie ujemnym dwumianowym:
r+k—-1 .
o Pr(N, =k)= . (1-¢9)Yq", k=0,12,..

0 znanej wartosci parametru » >1 oraz nieznanej warto$ci parametru g € (O, 1).

Wiadomo, ze estymator najwigkszej wiarogodnos$ci parametru g jest postaci:
® Guw = L
r-n+S,
Ktory z ponizszych estymatoréw (sam estymator MNW, czy tez jedna z jego czterech
modyfikacji) jest estymatorem nieobcigzonym?

(Uwaga: zakladamy, ze » > 1)

(A) %
(B) %}n_l
(©) %
(D) rnfﬁ
(E) %
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Zadanie 6.

Proces nadwyzki ubezpieczyciela jest ztozonym procesem Poissona z zerowa
nadwyzka poczatkowa, z dodatnia warto$cia oczekiwang przyrostow procesu, oraz z
rozktadem warto$ci pojedynczej szkody danym gestoscia:

f(x):{bc 0<x<l

0 poza tym
Warunkowa warto$¢ oczekiwana deficytu w momencie ruiny (pod warunkiem ze do
ruiny dojdzie) wynosi:

A) 13
(B) 3/8
C) 5/12
(D) 7/16
(E)  4/9
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Zadanie 7.
Szkody pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona o intensywnos$ci A .
Niech:
e T1.7,,...,T,.. oznaczaja momenty pojawienia si¢ szkod, zas:
e T7,+D,T,+D,,..T +D,,... momenty ich likwidacji.
Zaktadamy, ze zmienne losowe D,,T},D,,(T, -T,),D;,(T; —T,),... sa niezalezne, przy

czym zmienne losowe D,,D,,....D maja identyczny rozklad wyktadniczy o

noer

gestosci:
pexp(—=pt) gdy t>0
Io(®) ={
P 0 w p.p.

Prawdopodobienstwo, ze moment likwidacji (n+1) -szej szkody poprzedzi moment
likwidacji n-tej szkody (dla pewnego ustalonego n), tzn.:

Pr(T,, +D,, <T,+D,),
Wynosi:
*) % ,Bi P
® [ﬂi J
© % ,Bf P
® (ﬂ/j J
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Zadanie 8.
Przyjmijmy, ze N(n),Y,,Y,,Y;,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym:
e V.Y,Y,,.. maja identyczny rozklad okreslony na potosi dodatniej taki, ze:
Vx>0 Pr(Y <x)<l
e N(n) ma rozklad Poissona z warto$cia oczekiwana rowna pewnej liczbie
naturalnej n
Niech M N(n) 0ZNacza maksimum sposréd N(n) pierwszych wyrazoéw, a dokladnie;j:
. M. - { 0 gdy N(n)=0
N T max(Y,,Y,,..Yy) gdy N(n)>0
Przyjmijmy tez oznaczenie M, dla maksimum z n pierwszych wyrazow ciagu
Y.,Y,,Y,,..., a wigc:
e M, =max(¥,Y,,..,Y).
Wybierz zdanie, ktore poprawnie charakteryzuje relacje rozkladow zmiennych
losowych M, oraz M, .

(A) v PrM,,, <x)>Pr(M, <x)
x>0
nefl,2,3,...}

(B) Vv Pr{Mm,,, <x)<Pr(M, <x)
x>0
116{1,2,3,...}

(C)  Istnieja zaréwno takie liczby naturalne n, ze ‘v’Pr(M Ny < x) <Pr(M, <x),

x>0
jak 1 takie, ze ‘v’Pr(MN(n) < x)Z Pr(M, < x)

x>0

(D)  Dla kazdej liczby naturalnej » istnieje takie x, >0, ze
v PrM,,, <x)>Pt(M, <x), oraz Pr(M,, <x)<Pr(M, <x)

xe(0, x,) X>X

(E)  Dlakazdej liczby naturalnej n istnieje takie x, >0, Zze
 Pr(M,,, <x)<Pr(M,<x), oraz \/Pr(M,,, <x)>Pr(M, <x)

xe(0, x, x>X)
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Zadanie 9.
Niech (7,D) oznaczaja czas kalendarzowy zaj$cia szkody oraz czas likwidacji

szkody (okres czasu, jaki uptywa od zaj$cia szkody do jej likwidacji).

Przyjmijmy ze:
e intensywno$¢ procesu pojawiania sig¢ szkod rosta od niepamigtnych czasow do
momentu ¢=0 wyktadniczo (z wyktadnikiem 6 >0), co oznacza ze czas
zaj$cia losowo wybranej szkody zaszlej przed czasem ¢ =0 ma rozklad o

gestosci:

oexp(ot) gdy t<0
fr(0) = { 0
w p.p.

o rozklad czasu likwidacji szkody dany jest gestoscia:
pexp(—pt) gdy t>0
f D ()= {
0 w p.p.
e (T,D) saniezaleznymi zmiennymi losowymi.

9

Oczekiwana warto$¢ czasu likwidacji dla tych szkdd, ktére w momencie czasu ¢ =0
maja status szkdd zasztych, ale jeszcze nie zlikwidowanych, a wigc:
o E(DT+D>0),

Wynosi:
1
A —
(A) ;
2
B) =
(B) F;

1 85
C —1
© ﬂ[ +(ﬂ+5)2j

(D) l{1+ B ]
p p+0
I 5

®) E(”maj
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Zadanie 10.
W kolejnych latach ¢ =1, 2, 3, 4 ubezpieczony charakteryzujacy si¢ parametrem

ryzyka A generuje N, szkod. Dla danego A = A zmienne N,,N,,N,,N, sa
warunkowo niezalezne i maja identyczny rozktad Poissona:

k
. Pr(N,:k|A=/1)=e-ﬂ-% t=1,2,3,4, k=0,1,2,...

Parametr A w populacji ubezpieczonych ma rozktad wyktadniczy z warto$cia
oczekiwang réwna % .

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze:
e wciagu liczb (N »N,, N, N, 4) wystapity trzy zera i jedna liczba dodatnia.

Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(A|A) WYnosi:

& 5

® o
© 3
o
® =

10
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Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®

—

IR EY TN S
esliwiigbgleliveliesl @) (@

—
()

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.

11



	Zadanie 1. 
	Łączna wartość szkód z pewnego ubezpieczenia   ma rozkład złożony Poissona z oczekiwaną liczbą szkód równą   i rozkładem wartości pojedynczej szkody takim, że  . Niech: 
	   
	oznacza łączną wartość odszkodowań z tego ubezpieczenia przy założeniu, że ubezpieczyciel pokrywa jedynie nadwyżki każdej szkody ponad kwotę n, gdzie n jest liczbą naturalną. 
	Wiemy, że: 
	  , 
	  , 
	  , 
	  . 
	Wobec tego   wynosi: 
	 
	Rozważa się niekiedy następującą formułę składki   za ryzyko X: 
	  , 
	gdzie   to kwantyl rzędu  , czyli taka wartość x, dla której  , zaś   jest parametrem formuły. 
	Rolę formuły składki (z parametrem  ) może też spełniać sam kwantyl  . 
	 
	Dla zadanego rozkładu ciągłego zmiennej losowej X można znaleźć postać funkcji   przypisującej wartości parametru   wartość parametru   taką, że obie formuły zwracają tę samą składkę, a więc iż zachodzi: 
	   
	Jeśli zmienna losowa X ma rozkład Pareto o dystrybuancie postaci: 
	  , 
	gdzie parametry dystrybuanty spełniają warunki: 
	   oraz   , 
	to funkcja g jest postaci: 
	 
	 
	Niech   oznacza sumę n niezależnych zmiennych losowych o identycznym rozkładzie ujemnym dwumianowym: 
	  ,      
	o znanej wartości parametru   oraz nieznanej wartości parametru  . Wiadomo, że estymator największej wiarogodności parametru q jest postaci: 
	   
	Który z poniższych estymatorów (sam estymator MNW, czy też jedna z jego czterech modyfikacji) jest estymatorem nieobciążonym? 
	(Uwaga: zakładamy, że  ) 
	 Zadanie 6. 
	Warunkowa wartość oczekiwana deficytu w momencie ruiny (pod warunkiem że do ruiny dojdzie) wynosi: 
	 
	 
	 Zadanie 7. 
	Parametr   w populacji ubezpieczonych ma rozkład wykładniczy z wartością oczekiwaną równą  . 
	Niech A oznacza zdarzenie polegające na tym, że: 
	 w ciągu liczb   wystąpiły trzy zera i jedna liczba dodatnia. 
	Warunkowa wartość oczekiwana   wynosi: 

