Matematyka ubezpieczen majatkowych 5.12.2005 r.

Zadanie 1.

Proces szkod w pewnym ubezpieczeniu jest ztozonym procesem Poissona, z
oczekiwang liczba szkdd w ciagu roku rowna A 1 rozkladem wartosci szkody o
dystrybuancie F, .

Ubezpieczony realizuje nastepujaca strategi¢ zgtaszania szk6d w ciagu roku:
e nie zglasza szkod, dopoki warto$¢ ktorejs z nich nie przekroczy kwoty X, ,
e jesli warto$¢ ktorejs szkody przekroczy kwotg X, , to jest ona zglaszana, a

nastgpne ewentualne szkody w tym samym roku sa zglaszane juz bez wzglgdu
na ich wartos$¢.

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:
o F - skrotowe oznaczenie dla F, (x,)

e N —liczba szkdd zasztych w ciagu roku
e M —liczba szkod zgloszonych
e K —liczba szkdd nie zgtoszonych
Oczywiscie zachodzi N =M + K .
Oczekiwana liczba szkod nie zgtoszonych E(K ) wyraza si¢ wzorem:

(A)  JF

(B) A-

" (exalai-F)-1)

© - —(i-expl-2(1-F))

— (e~ F)-1)

(D)

®  eli-exp-A(1-F))

Wskazowka: wykorzystaj wzor E(K )= E(E(K|N))
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Zadanie 2.
Nadwyzka ubezpieczyciela w wyniku rocznej dziatalno$ci wynosi:
o U, =(cru)i+i)-W,
gdzie:
e W - oznacza taczna warto$¢ szkod wyptacanych na koniec roku
e C - to zagregowana skladka za portfel ryzyk W, pobierana na poczatku roku
e U - to kapitat poczatkowy, zabezpieczajacy ryzyko portfela W
e i-to stopa zwrotu z bezryzykownych papieréw wartosciowych, w ktore
zainwestowany jest przez okres roku kapital zabezpieczajacy u i sktadka ¢
Zalézmy, ze W ma rozktad ciagly, dany dystrybuanta F, .

Ubezpieczyciel podejmuje decyzjg¢ taczna o wysokosci potrzebnego kapitatu
poczatkowego U oraz skladki c, kierujac si¢ nastgpujacymi przestankami:

e EU)=(1+rk

o Pr(U1 <lu) =¢
2

gdzie:
e I >1i,tzn. oczekiwana stopa zwrotu jest wigksza od stopy zwrotu bez ryzyka,
e prawdopodobienstwo ¢ utraty potowy wylozonego kapitatu u jest mate.

W rezultacie sktadka ¢ dana jest nastgpujacym wzorem:

@ =B LR o))

® o) R0 )
1 r—i_

(C) c=mE(W)+FFW(I—g)]

) c:L_(E(w)J”“FW—I(l_g)j

® o=t (BW)s (R 0-0)-5W))
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Zadanie 3.
Ubezpieczyciel prowadzi dwa portfele ubezpieczen. W kazdym z portfeli pojedyncze
ryzyko generuje szkody z godnie ze ztozonym procesem Poissona z taka sama
intensywnos$cia A . Portfele r6znia si¢ rozkltadem wartos$ci pojedynczej szkody 1 liczba
ryzyk w portfelu (n, 1 n, odpowiednio). Stosunkowy narzut na sktadke netto dla
ryzyk w obu portfelach jest ten sam i wynosi €. W rezultacie parametry modelu sa
nastepujace:

e 1 portfel:
intensywno$¢ taczna n, A , rozktad wartosci pojedynczej szkody o ggstosci

f(y)=2exp(-2y), sktadka za jedno ryzyko (1+ 6’)% :

e 2 portfel:
intensywno$¢ taczna n,A , rozktad wartosci pojedynczej szkody o ggstosci

f (y) = 5exp(-5Y), sktadka za jedno ryzyko (1 + 49)% .
Jesli wiemy, ze funkcja prawdopodobienstwa ruiny ubezpieczyciela jest postaci:

w<u>=§exp<—u>+iexp[—iuj,

12 2

;. r nl
to warto$ci parametréw modelu | 6, WYynosza:
n +n,
1 1
A =, =
@ (3]
1 2
B =, —
®) 321
1 1
C -, —
© 321
2 2
D -, —
®) 3721
2 1
E -, =
(E) 3 7)
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Zadanie 4.

Proces nadwyZki jest ztozonym procesem Poissona, w ktorym € to stosunkowy narzut
bezpieczenstwa na skladke netto, za§ Y to zmienna losowa wyrazajaca wartos¢
pojedynczej szkody. Niech L; bedzie wartoscia, o ktora nadwyzka spada po raz
pierwszy ponizej poziomu wyjsciowego (o ile do takiego spadku dochodzi), za$ L
niech oznacza maksymalng catkowita strat¢ (nadwyzka poczatkowa minus najnizszy
punkt trajektorii procesu).

Jesli Y ma rozktad jednostajny na przedziale (0, 10), to warunkowa wartos¢
oczekiwana E(L|L > 0) zmiennej L pod warunkiem, ze dojdzie w ktorym$§ momencie

czasu do spadku nadwyzki ponizej poziomu wyjsciowego jest dla & >0 skonczona i
wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:

(A)

(B)

©)

(D)

(E)

51+6
30

lOﬂ
360

51+6
0

20ﬂ
360

25140
30
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Zadanie 5.
W pewnym ubezpieczeniu liczba szkod N, , ktore w ciagu T lat wygeneruje
ubezpieczony charakteryzujacy si¢ wartoscia q parametru ryzyka Q ma rozktad:
T
o Pr(N; =kQ=q)= [quk(l—q)”‘ , dlake(0,1,..,T)
Rozktad warto$ci parametru ryzyka Q w populacji ubezpieczonych dany jest na
odcinku (0, 1) gestoscia:
o fo(a)=72q(-q)
Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(Q| N, > 0) parametru ryzyka Q

charakteryzujacego ubezpieczonego, ktorego wybrali§my losowo z tej populacji, pod
warunkiem ze w ciagu dwoch lat wygenerowal co najmniej jedna szkode, wynosi:

@ =
® 5
© =
®
®
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Zadanie 6.

Szkoda Y moze przyjmowac wartosci ze skonczonego zbioru liczb {yl, Yoseuos yn}
takich, ze min{yl, Yoseuos ¥y } > 3. Laczna warto$¢ szkod w portfelu W rowna sie:
W=> Ny,

i=1
gdzie N, to liczba szkdd o wartosci y; .

Zaléozmy, ze N,,...,N,  to nawzajem niezalezne zmienne losowe o rozkladach

Poissona z warto$ciami oczekiwanymi odpowiednio 4,,...,4,. Wiemy, Ze:
e EW)=600,
e VAR(W)= 6000,

n
o A= Z/li =100.

=)
Jezeli do kazdej szkody zastosujemy udzial wlasny ubezpieczonego w wysokosci
d =2, to wariancja tacznej wartos$ci szkod pozostalej na udziale ubezpieczyciela
wyniesie:

(A) 4000
(B) 3600
(C) 3200
(D) 2800
(E) 2400
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Zadanie 7.
Zaldézmy, ze momenty pojawiania si¢ szkod T, <T, <...< T, <... tworza proces
Poissona na przedziale (0,%), o intensywnosci A . Innymi stowy,

T, T,-T,T,-T,, T, -T,,...
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wyktadniczym o
wartosci oczekiwanej 1/A. Przyjmujemy, ze kazda szkoda, niezaleznie od

pozostatych, jest likwidowana po uptywie pewnego losowego okresu czasu. Mowiac
doktadniej, momenty likwidacji sa zmiennymi losowymi postaci:

-ﬁ:Tl+ Dl’ -I’?Z :T2+D2 gesey ﬁ :Tn+Dn""

przy czym ,.czasy opoOznienia’’ D.

. sa niezalezne nawzajem oraz od T,,T,,T,,... 1

maja jednakowaq dystrybuantg F .

Niech I\Nl(t) oznacza liczbg punktow T w przedziale (0,t], a wigc liczbe szkod

zasztych 1 zlikwidowanych.
Warto$¢ oczekiwana E(ﬁ (t)) tej liczby dana jest wzorem:

(A)  A(-F(t))
(B) zj F(x)dx
(©) /Ij[l — F(x)]dx
(D) zf[l — F(x)]dx

(E)  AtF(t)

Wskazéwka: E[N(t)]=S pr(f; <t)
i=l
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Zadanie 8.
Ubezpieczyciel pokrywa ryzyka, za ktére za okres roku pobiera sktadke P, 1 ktére w
tym okresie generuja taczna warto$¢ szkod:

W =Y, +...+Y,

e 0 ztozonym rozktadzie Poissona, gdzie rozklad warto$ci pojedynczej szkody Y
na udziale ubezpieczyciela dany jest dystrybuanta F taka, ze F(O) =0.

Nadzoér wymaga, aby ubezpieczyciel ograniczat odpowiedzialno$¢ za pojedyncza
szkodg do wysokosci M, a wigc aby:

e min{m: F(m)=1}<M,
oraz ustala, ze limit odpowiedzialno$ci M nie moze przekroczy¢ zadanej czgsci
rocznej sktadki, a wige Ze musi zachodzi¢:

e M<c-P,
gdzie ¢ jest zadanym przez nadzor parametrem kontrolnym o warto$ci dodatnie;.

Jesli przyja¢ za pewnik, ze ubezpieczyciel pobiera sktadke nie mniejsza niz
oczekiwana warto$¢ odszkodowan, a wigc iz:

e P>EW)
to dobierajac odpowiednio warto$¢ parametru kontrolnego ¢ nadzér moze by¢ pewien,
ze zachodzi¢ bedzie nierownos¢:

VARW) 1

o — - <

P 10

Znajdz najwigksza warto$¢ ¢ * parametru kontrolnego c, ktéra (przy przyjetych
zatozeniach) gwarantuje zachodzenie powyzszej nierownosci.

1
A * =
®) ¢ 1004/10
w_ L
® ¢ 100
© o=
10410
w_ L
@) ¢ 10
(E) C*:L
J10
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Zadanie 9.
Mamy trzy zmienne losowe dotyczace szkody, do ktorej doszto w ciagu danego roku:

T - czas zajécia szkody w ciagu tego roku kalendarzowego, o rozkladzie
jednostajnym na odcinku (O, 1),
D - czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia szkody do momentu jej likwidacji, o
rozktadzie danym na odcinku (0, 2) gestoscia:

f.(t)=1-0.5t,
Y — wartos$¢ szkody.

Jednostka pomiaru czasu (tak dla zmiennej T, jak i dla zmiennej D) jest 1 rok.

Zmienne T oraz D sa nawzajem niezalezne.
Wartos¢ szkody nie zalezy od tego, kiedy do niej dojdzie, natomiast wystepuje
tendencja do szybkiej likwidacji matych szkod 1 dtuzej trwajacej likwidacji
duzych szkdd, co wyraza nastgpujace zatozenie:

E(Y|D,T)=E(Y|D)=10+2D

Warunkowa oczekiwana warto$¢ szkody pod warunkiem, ze szkoda ta zostata
zlikwidowana w roku zaj$cia, a wigc:

E(VT+D<1)

Wynosi:

(A)
(B)
©)
(D)
(E)

10.2

10.4

10.6

10.8

11.0
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Zadanie 10.
Liczba szk6éd N ma rozktad o niezerowych prawdopodobienstwach na zbiorze liczb
naturalnych z zerem, spetniajacych zaleznos¢ rekurencyjna:

MJ.[HZ} K=123...
Pr(N=k-1) 5 k

Oczekiwana liczba szkod E(N) wynosi:

@ 2
® 3
© 3
o 3
® 2

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 5 grudnia 2005 r.
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