Matematyka ubezpieczen majatkowych 10.10.2005 r.

Zadanie 1. Likwidacja szkody zaistniatej w roku ¢ nastgpuje:

: 3
e w tym samym roku z prawdopodobienstwem 0

e w nastepnym roku z prawdopodobienstwem %,

k
e wroku ¢+ k(dla k >1) z prawdopodobienstwem % . (éj ;

bez wzgledu na to, jaki byl moment kalendarzowy zajscia tej szkody, 1 jakie momenty
kalendarzowe i czasy likwidacji miaty inne szkody.
Niech:
e R, oznacza liczbg szkdd nie zlikwidowanych na koniec roku ¢ (sposrod tych,
ktore zaszty w roku ¢ oraz latach poprzednich)
e 1, oznacza liczbg szkod zasztych w ciagu roku .

Przy zalozeniu, ze:

e R_ =1100
e 1, =900
e n,_ =800

warto$¢ oczekiwana R, (warunkowa, przy wyzej wymienionych warunkach) wynosi:

(A) 1220
(B) 1120
C) 1195
(D) 1145
(E) 1170

Wskazéwka: Znajdz postaé zaleznosci rekurencyjnej: R, = f(R,_,,n,,n, )
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Zadanie 2. Ubezpieczyciel jest monopolista na rynku ubezpieczen od pewnego
ryzyka. Moze wigc ustali¢ wysokos¢ sktadki za to ryzyko na takim poziomie, aby
zmaksymalizowaé oczekiwany zysk. Jedynym jego problemem jest to, ze odsetek
podmiotow (z populacji podmiotow narazonych na to ryzyko) ktore zdecyduja si¢
wykupi¢ ubezpieczenie, jest malejaca funkcja wysokosci sktadki.
Zatozmy, ze:
e Kazdy podmiot narazony na to ryzyko charakteryzuje si¢ pewna wartoscia A
parametru ryzyka, liczba szkod z tego ryzyka ma rozktad Poissona (A ), a
kazda szkoda ma warto$¢ jeden;

W rezultacie oczekiwany zysk Z na podmiocie o warto$ci parametru ryzyka rownej A
wyniesie:

E(z(m|A)= {H

gdzie IT to wysokos¢ sktadki.

e  Warto$¢ parametru A jest znana podmiotowi narazonemu na to ryzyko.
Podejmujac decyzj¢ czy naby¢ ubezpieczenie czy go nie nabywac, podmiot
kieruje si¢ maksymalizacjq oczekiwanej uzytecznosci, przy funkcji
uzytecznos$ci postaci u(x) = —exp(—ax)

— A gdy podmiot wykupi ubezpieczenie
w p. p.

e Ubezpieczyciel nie zna warto$ci parametru A charakteryzujacych konkretne
podmioty, oferuje wigc ubezpieczenie wszystkim po tej samej sktadce IT.
Ubezpieczyciel wie jednak, ze w populacji ubezpieczonych warto$¢ parametru
A ma rozktad wyktadniczy o ggstosci f, (x) = Sexp(—px).

Znajdz taka warto$¢ I1, sktadki IT, ktora maksymalizuje oczekiwany zysk w
przeliczeniu na jeden podmiot z populacji, a wigc E(Z (H)).

(A) L= exp(a)—1

ap
__ (exp(a)~1)°

® = s exp@)-1-a)

C o exp(a) -1
©) ,B(exp(a)—l—a)
D) L= exp(a)—1-a

ap

(E) _exp(a)—1-a

Blexp(a)-1)
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Zadanie 3. Niech Y oznacza warto$¢ szkody, za$ T czas, jaki uptywa od momentu jej
zaj$cia do momentu jej likwidacji. Laczny rozklad zmiennej losowej (T Y ) ma
gestos¢ dang wzorem:

ﬂ%eXp(—ﬂy) dla 1€(0, ), ye(0,)

f; T,Y (t >y ) =
0 poza tym
z parametrem £ o wartosci dodatniej.
Iloraz bezwarunkowych warto$ci oczekiwanych % WYynosi:
2
exp(f) -1
B 2SR
B
© 4 eXP(ﬂ; “1-p
2
o
exp(f)—1-p
(E) 2
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Zadanie 4. Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki U (t) =u+ct =Sy, gdzie:
e u jest nadwyzka poczatkowa,
e ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnos$ci A,

e S = ZYl jest suma wyplat,

i=1
e pojedyncze wyptaty Y, sai.i.d., niezalezne od procesu N (t)
Zatozmy, ze rozktad wartosci pojedynczej wyptaty dany jest na polosi dodatniej
dystrybuanta:
2
e
ze sktadka c zawiera stosunkowy narzut bezpieczenstwa 33%, a wigc:
o =133%AE(Y),
oraz ze nadwyzka poczatkowa u wynosi:
e u=100.

Prawdopodobienstwo ruiny ‘I’(u) mozna wyznaczy¢ w oparciu o aproksymacje, ktora

czyni uzytek z nastgpujacej wlasnosci rozktadu Pareto:

o Jesli X, X,,X;,.,X, sazmiennymi losowymi 1.i.d. o rozktadzie Pareto, to dla
kazdego ustalonego n zachodzi:
Pr(X, + X, + X, +..+ X, > x)

Pr(X, > x) X_”O
Prawdopodobienstwo ruiny (przy zatozeniu, ze przyjeta warto§¢ u =100 jest w
powyzszym sensie ,,duza”) z dobrym przyblizeniem wynosi:

>n .

(A  1.4%
B) 1.9%
©) 2.4%
(D) 3.0%
(E) 3.6%
Wskazowki:

Wykorzystaj nastepujace fakty:

o lP(u) =1-F, (u), gdzie F, jest dystrybuanta zmiennej losowej L interpretowanej
jako maksymalna strata;

e L=[+[l,+..4+], ma zlozony rozktad geometryczny ze skfadnikiem /,

interpretowanym jako glgbokos$¢ deficytu w momencie ruiny, o ile proces startuje
z zerowej nadwyzki poczatkowe;;
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Zadanie 5. Zat6zmy, ze X, X,....X,,...sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o

tym samym rozkladzie jednostajnym na przedziale [0; 1], za§ N jest zmienng losowa
o rozktadzie ujemnym dwumianowym:

n+2) , )
P(N =n)= ; p (1-p)' dlan=0]1.2,...,

niezalezna od zmiennych losowych X, X,....X,,.... Niech
_max(X, X,,...,Xy) gdy N>0
N 0 gdy N =0.

Oblicz E(M ).
1 2
(A) 5(2—219—19 )

(B) %(1 P2 p)

© (A-p)2-p)

D) A-p)2+p)

®  S0-p)2+p)
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Zadanie 6. L.aczna warto$¢ szkdéd W ma ztozony rozktad Poissona z parametrem
czgstotliwosci A 1 warto$cia pojedynczej szkody o rozktadzie logarytmiczno-
normalnym. Wiadomo, ze:

e A4=100

e  Wspolczynnik zmiennos$ci (odchylenie standardowe podzielone przez wartos$¢

. : . . 1
oczekiwang) zmiennej W wynosi V), = m

Wobec tego wspotczynnik skosnosci y,, zmiennej losowej W wynosi:

(A)

1
(B) R
Jio
1
T

1
®) 10410

(E)  za malo danych aby udzieli¢ odpowiedzi liczbowej
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Zadanie 7. Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym
postaci:
U,=u+c-n-S§ n=0,12,...

gdzie S, =W, +W, +...+ W, jest procesem o przyrostach niezaleznych. Wiemy, ze

n?o

sktadka za rok wynosi c¢=11, oraz ze -charakterystyki rozkladu przyrostu
zagregowane] wartosci szkod za okres roku W, wynosza:

e warto$¢ oczekiwana g, =10
e wariancja o, =4
1
e skos$nos¢ y,, =5
Aproksymujemy funkcje prawdopodobienstwa ruiny () na dwa sposoby:

e W¥,;(u) toaproksymacja oparta na zatozeniu, iz dla dowolnego /2 >0

przyrosty procesu nadwyzki ubezpieczyciela za okres o dtugosci 4 maja
rozktad normalny o parametrach (,uWh, O'th) (ignorujemy sko$no$¢)

e YV, (u) to aproksymacja de Vyldera, a wigc oparta na zalozeniu, ze proces

pojawiania si¢ szkdd jest procesem Poissona, za§ wartosci poszczegdlnych
szkdd sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznym rozktadzie
wyktadniczym, przy czym parametry procesu aproksymujacego sa tak
dobrane, aby zachowaé dryf ¢ — u,, oraz wariancje o, isko$nos¢ y,,

Wyznacz taka warto$¢ u, nadwyzki poczatkowej u, dla ktoérej zachodzi:
lPdi/f (u) =", (u)
a wigc dla ktorej obie aproksymacje daja to samo prawdopodobienstwo ruiny.

(A u ~2.16
(B)  u. ~221
C)  u. ~2.26
(D)  u. ~2.30

(E)  u, ~233
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Zadanie 8. Niech Y bedzie zmienna losowa o rozkladzie danym dystrybuantg F),
nalezacym do klasy K, wszystkich rozktadéw spetniajacych nastgpujace warunki:

. Pr(OSYSl)zl, oraz E(Y):,u,
dla pewnej ustalonej liczby u z przedzialu (O, 1).

Niech M oraz m oznaczaja zmienne losowe o dwoch szczegdlnych rozktadach
nalezacych do tej klasy:

Pr(M =1)=p, Pr(M =0)=1-u, oraz:

Pr(m = ,u) =1.

Ktore z trzech ponizszych zdan sa prawdziwe, a ktore fatszywe?

(I) jesli F, e K, to zachodzi Var(m)<Var(Y) < Var(M )
(I) jesli F, €K, to Vx e[0,1] zachodzi Pr(m > x) < Pr(Y > x) < Pr(M > x)
() jesli F, € K, to Vx €[0, 1] zachodzi E[(m —x), ]< E[(Y —x),]< E[(M - x).]

(A)  Prawdziwe jest (I), fatszywe (II) 1 (I1I)
(B)  Wszystkie (I) (IT) 1 (IIT) sa prawdziwe
(C)  Prawdziwe sa (I) i (IIT), fatszywe (II)
(D)  Prawdziwe sa (I) 1 (II), fatszywe (III)

(E)  Prawdziwe jest (III), fatszywe (I) 1 (II)
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Zadanie 9. Rozklad warunkowy lacznej wartosci szkéd X =Y, +...+7Y, z
pojedynczego ryzyka (pochodzacego z pewnej populacji ryzyk) przy danej wartosci
parametru ryzyka A jest ztozonym rozktadem Poissona:

e 0 oczekiwanej liczbie szkod E(N |A) =A;

e 0 warto$ci pojedynczej szkody Y takiej, ze E(Y |A) =A
Parametr ryzyka A ma w populacji ryzyk rozklad Gamma o wartosci oczekiwanej 2/7
1 wariancji 2/49.
Przeprowadzamy dwuetapowe doswiadczenie:

e losujemy ryzyko z ww. populacji

e obserwujemy liczbg szkod N oraz (o ile N > 0) ich wartosci V,..., 7Y, .
Oczekiwana $rednia warto$¢ zaobserwowanych szkod (pod warunkiem, ze pojawita
si¢ co najmniej jedna szkoda):

E(i
N

wynosi z dobrym przyblizeniem:

N>OJ

(A) 0250
(B) 0.285
(C) 0335
(D)  0.402
(E) 0512
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Zadanie 10. W kolejnych latach ¢ =1, 2,3,... ubezpieczony charakteryzujacy si¢ parametrem
ryzyka A generuje N, szkod. Dla danego A = A zmienne N,, N,, N;,... sa warunkowo
niezalezne i maja identyczny rozktad Poissona:

k
. Pr(N,=k|A=1)=e-ﬂ-% t=1,23,.., k=0,1,2,...

Parametr A w populacji ubezpieczonych ma rozktad wyktadniczy z wartoscia
oczekiwang rowna 5

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze:
e w ciagu liczb (N,,N,,N,,N,,N,) wystapily cztery zera i jedna liczba
dodatnia.
Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(A|A) WYynosi:

@
® o
©
®
® 5

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 10 pazdziernika 2005 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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