Matematyka ubezpieczen majatkowych 15.06.2002 r.

Zadanie 1.

Portfel sktada si¢ z 990 niezaleznych, identycznych ryzyk. Dla kazdego z nich ilos¢
szkdd ma rozktad Poissona z parametrem czgstotliwosci 0.1, a warto$¢ pojedynczej
szkody ma zawsze (niezaleznie od ilo$ci 1 warto$ci ewentualnych innych szkod)
rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej rownej jeden.

Uznano, iz rozktad tacznej warto$ci szkdd z portfela ma zbyt wysoki wspotczynnik
skosnosci (stosunek trzeciego momentu centralnego do szescianu odchylenia
standardowego). Rozwaza si¢ odstapienie reasekuratorowi nadwyzki kazdej szkody z
portfela ponad, co w efekcie spowoduje zmniejszenie wspotczynnika skosnosci.

Wskaz taka wartos¢ d > 0, dla ktorej wspotczynnik skosnosci wyniesie 0.1

A) 2
B®) 1
(C) 05
(D) 0.1

(E) takied >0 nie istnieje
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Zadanie 2.
Zmienna losow& przyjmuje wartosci nieujemne — tzn. Pr{X < 0)=0.

Dla dwoch punktowd, i d, takich, ze 0<d; < d, znamy wartosci dystrybuanty
F, (d, ) oraz wartosci oczekiwane nadwyzki zmiennej X ponad odpowiedniel, .
Nasze dane zawarte sa w tabeli:

Oblicz warunkowa warto$¢ oczekiwana E(X/X e (8,10]).

(A)
(B)
(©)
(D)
(E)

i di I:x (di) E((X _di)+)
1 8 0.25 10.0
2 10 0.50 8.6

E(X/X €(8,10)=8.4

E(X/X <(8,10])=8.8

E(X/X €(8,10))=9.2

E(X/X €(8,10])=9.6
( )

E(X/X €(8,10))=10
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Zadanie 3.
W pewnym ubezpieczeniu moze zajs¢ co najwyzej jedna szkoda (z jednej polisy) w
ciagu roku. Pojedynczy ubezpieczony generuje szkody w kolejnych latach niezaleznie,
ciagle z tym samym prawdopodobienstwem q. Dla losowo wybranego
ubezpieczonego z populacji ,jegd jest realizacja zmiennej losowej Q.
Zmienna losow& marozktad beta dany na odcinku (0,1) gestoscia:

fo(x)= Tla+p) x“ (1- x)

[(e)-T(8)
z parametramix =2, f=38.

NiechN oznacza zmienna losowa wyrazajaca ilo$¢ szkod wygenerowana przez
(losowo wybranego z populacjipezpieczonego w ciagu trzech kolejnych lat
ubezpieczenia.

Oblicz prawdopodobienstwo przyjecia wartosci srodkowych: Pr( N = 1)+ Pr(N = 2).

(A) PN =1)+Pr(N = 2):2—:'

153
(B) Pr(N=1)+Pr(N=2)= s 511
48
(C)  PrN=1)+PrN= 2):55
8

(0) PN =1)+PrN=2)=—

(E) Pr(N=1+Pr(N= 2):1176;3
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Zadanie 4.
Niech:

e S=Y+.4+Y,
e N=M+.+M,
oraz wszystkie zmienn¥, Y,,..., M,, M,,...orazK sa nawzajem niezalezne.

ZmiennaK ma rozktad Poissona z parametrem czgstotliwosci 0.2.

Zmienne M, M,, ... maja identyczny rozktad Poissona z parametrem czgstotliwosci
0.5

ZmienneY,,Y, ,...maja identyczny rozktad z wartoscia oczekiwana m, i momentem
zwyklym drugiego rzedu m,.

Wariancja zmienne$ wynosi:

(A)  VARS)=0.1m, +0.02m]
(B) VARS)=0.1m, +0.031/
(C)  VARS)=0.1m, +0.04m]
(D)  VARS)=0.1m, +0.05m/

(E)  VARS)=0.1m, +0.06m’
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Zadanie 5.
Laczna warto$¢ szkod w pewnym portfelu ryzyk: S=Y, +...+Y,

ma ztozony rozktad Poissona, gdZiE(N) =10 i rozktad wartosci pojedynczej szkody
Y jest taki, ze:

° E(Y2 )< 0,

e E[Y-10),]=10
Niech teraz zmienn&; oznacza taczna warto$¢ nadwyzek kazdej ze szkéd ponad
warto$¢ 10, pokrywana przez reasekuratora:

o S.=(Y,-10), +...+(Y, -10),,
za$ zmienna §; = S— S; oznacza pozostala na udziale wlasnym ubezpieczyciela

kwote, a wiec:
e S, =min{Y,,10}+... + min{Y,, 10}.

lle wynosi COV(S,, S, )?

(A)  COV(S;, S,)=100
(B) COV(S,,S,)=200
(C) COV(S,,S,)=500
(D) COV(S,,S,)=1000

(E) brakuje danych do udzielenia odpowiedzi
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Zadanie 6.

Laczna warto$¢ szkod X w pewnym ubezpieczeniu rocznym ma rozktad ztozony:
X=Y,+..+Y, (X=0 gdy N=0)

gdzie ilo$¢ szkod N ma pewien rozktad okreslony ma liczbach naturalnych z zerem.
Rozktad wartos$ci pojedynczej szkody Y jest rozkladem ciagltym.

Oznaczmy przeE prawdopodobienstwo:

F =Pr(Y <c)

dla pewnej ustalonej liczhy Zat6zmy ze 0< F <1.

NiechZ oznacza taczna warto$¢ szkod zgloszonych, przy nastgpujacej strategii
zglaszania szkod przez ubezpieczonego:

e ubezpieczony wstrzymuje si¢ od zgtaszania szkod do momentu, do ktérego
warto$¢ pewnej szkody nie przekroczy liczby c;

e jesli do takiej szkody dojdzie, ubezpieczony ja zglasza, 1 zglasza takze
wszystkie nastepne szkody (ktore ewentualnie przed koncem roku si¢ zdarza)
bez wzgledu na ich wysokos¢.

Zaktadamy przy tym, ze szkody pojawiaja si¢ sekwencyjnie (niemozliwe jest zajscie
dwoch szkod w tym samym momencie czasu), decyzje o zgloszeniu lub niezgloszeniu
podejmowane sa natychmiast, i maja charakter nieodwotalny.

Przy ustalonej wartoscin  takiej,ze n>0 oraz Pr(N = n) >0
E(Z/ N = n) dane jest wzorem (wybierz poprawna odpowiedz):

|_\

n—

a-F*)

@ E(@Z/N=n)=EY/Y>c)-@-F")+E(Y)-

=
Il

1

n

t-r)

® E(Z/N=n)=E(Y/Y>c)-—F")+E(Y)-

k=1

n-1

© E@Z/N=n)=EY/Y>c)+EY) Y 0-F¥)

k=1

n

0 E@Z/N=n)=EVY/Y>c)+EY) Y (-F")

k=1

n

(E) E(Z/N =n)=E(Y)- (1_ = k)

k=1
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Zadanie 7.
Zmienna losowal =1, +1, +...+1

ma ztozony rozktad geometryczny taki, Ze:
PN =k)=(1-q)-g*, k=012,...
za$ pojedynczy sktadnik |, sumyL ma rozktad wyktadniczy.

Rozktad warunkowy zmiennej losowejL pod warunkiem, ze L > 0 jest oczywiScie
rozktadem ciaglym okreslonym na pétosi dodatniej. Oznaczmy jego dystrybuante
symbolemF, .

F_ .o jest dystrybuanta rozktadu:

(A) Gamma(a, ﬂ) 0 parametrzer <1 (tzn. o wariancji wigkszej niz kwadrat
warto$ci oczekiwanej)

(B) Gamma(a B ) 0 parametrzer >1 (tzn. o wariancji mniejszej niz kwadrat
warto$ci oczekiwanej)

(C) wyktadniczego

(D)  innego niz wyktadniczy, ale o wariancji rownej kwadratowi wartosci
oczekiwane]

(E) innego niz Gamma, ale o wariancji wigkszej niz kwadrat wartosci oczekiwanej
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Zadanie 8.

Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
U,=u+c-n-S,, n=012,..

gdzie S, =W, +W, +...+W, jest procesem o przyrostach niezaleznych o identycznym

rozktadzie, gdzie:
e nadwyzka poczatkowa U jest nieujemna,
e sktadka cjest wigksza od wartoéci oczekiwanej przyrostu szkdd/ ,

e moment centralny trzeciego rzedu przyrostu szkod u,(W,) jest dodatni ale

skonczony.
Rozwazmy funkcjg:

® \Pdv(u’ c, EW), VARW), ,u3(VVi))

przypisujaca procesowi nadwyzki spetniajacemu ww. zalozenia prawdopodobienstwo
ruiny aproksymowaneetoda deVyldera.
Oznaczmy przez:

o Y, () wartos¢ tak uzyskanej aproksymacji dla procesu o

parametrac(u,c, o2, yg), za$ przez:
o Y, (2) wartos¢ tak uzyskanej aproksymacji dla procesu o
parametrac(ﬁu, 2¢c, 2u, 202, 2,u3)

Zachodzi rownos$¢ (wybierz poprawna odpowiedz):

(A) Yoy (2) = [\Pdv (1)]2

©®  @-(1258) L e

(C) \Pdv (2) =1+ (CO__Aﬂ) ’ /Js) ’ [\Pdv (1)]2

2
O

(D) Yoy (2) =1+ M ) %} ) [\Pdv (1)]2

> .

© wu@=(1+ ) e, 0F

Uwaga: metoda de Vylderpolega na tym, iz Y, wyznaczamy jako doktadne
prawdopodobienstwo ruiny dla procesu aproksymujqcego U 4, (t) w ktérym szkody
pojawiajq sie zgodnie z procesem Poissona, ich rozktad jest wyktadniczy (,de ) zas
parametry procesu aproksymujgcego (04, , Ay » Poy ) Sa tak dobrane, aby przyrosty

procesu aproksymujqcego i przyrosty procesu aproksymowanego mialy takie same
momenty trzech pierwszych rzedow.
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Zadanie 9.
Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
U ,=u+(c-d-u)-n-S, n=012,.
gdzie S, =W, +W, +...+W, jest procesem o przyrostach niezaleznych normalnych.
Doktadniej, przyjmujemy Ze:

e W ~N(zc?), 0250

e U to nadwyzka poczatkowa

e d to stopa dywidendy wyptacanej corocznie akcjonariuszom (kwota
wyplacanej corocznie dywidendy wynosi d -u)

Sktadke c kalkulujemy jako sume trzech sktadnikow:
c(u) = u + RiskLoadimg(u)+d-u,
wyznaczajac rownoczesnie wysokos¢ kapitatu poczatkowego u w taki sposdéb, aby

sktadka byta na konkurencyjnym poziomie (czyli jak najmniejsza).

Sktadnik RiSkLoadirg(u) wyznaczamy w taki sposob, aby zagwarantowac iz
prawdopodobienstwo ruiny nie przekroczy wartosci expE2) . Postugujemy si¢ przy
tym dla prostoty gornym ograniczeniem Lundberga na funkcj¢ prawdopodobienstwa
ruiny.

Przyjmijmy zatozenie liczbowe:
d =4%

Niech ¢ oznacza najmniejsza (na zbiorze u > 0) warto$¢ sktadki C(u).

C Wynosi:

(A) C =u+02-0

(B) c =u+03-0

o

© " =u+04.0

(D) " =u+05.0

o

(E) C =u+06-o



Matematyka ubezpieczen majatkowych 15.06.2002 r.

Zadanie 10.
Zmienne losoweX,, X,, X, ,.maja ztozone rozktady Poissona.

Dla kazdego j=012,... :
e X, =Y, @)+ Y (2)+..+ Y, (N J. ) oznacza taczna warto$¢ szkod zasztych w
pewnym miesigcu i zlikwidowanych w | miesigcy pozniej,
N ; 0zracza ilos¢ ww. szkod, i jest zmienng losowg o rozkladzie Poissona o wartosci
oczekiwanej rownegt - r; ,
° zmienneYj (1), YJ. (2), ...,YJ. (N J. ) sa niezalezne nawzajem oraz od zmiennej N i
i maja identyczny rozktad o wartoéci oczekiwanej rownej m-w' .

Zaktadamy ze parametry A oraz m sa dodatnie, za§ o parametrach w oraz
Iy, I,1,,... przyjmujemy konkretne zatozenia liczbowe:

o WwW=1.400, oraz.
2! .
o T :T.exp(—Z), j=012,...

Stosunek oczekiwanej tacznej wartosci szkdd zlikwidowanych z opdznieniem | < 2
do oczekiwanej tacznej wartosci wszystkich szkdd:

E(x;)
WYNosSi:
(A) 0.677
(B) 0.623
(C) 0.570
(D) 0.518
(E) 0.469

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 15 czerwca 2002 r.

Matematyka ubezpieczen majgtkowych

Arkusz odpowiedzi

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacjd

|_\
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o

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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