Matematyka ubezpieczen majatkowych 24.03.2001 r.

Zadanie 1.
Proces pojawiania sig¢ szkod w czasie N(t) jest procesem o przyrostach niezaleznych,

o rozktadzie uyjemnym dwumianowym danym dla kazdego nieujemnego t oraz
dodatniegas wzorem:

PHN(t + )~ N(t)= k)=H.(1_q)r-s o, k=0d.

gdzier >0 orazqe (O, 1) to parametry procesu. Jesli przyjmiemy warto$¢ parametru
1 ) .
g réwna > to granica prawdopodobienstw warunkowych:

lim Pr(N(t + )~ N(t)>1/N(t +s)- N(t) > 0)

wyniesie:
1

(A) Ty
(B) 1/3
(C) 2/3

1
(D) 2Inz
(E) 1

Uwaga: Intuicyjnie pytanie dotyczy prawdopodobienstwa, iz w momencie, w ktérym dojdzie
do przyrostu procesu, wystqpi rownoczesnie wiecej niz jedna szkoda
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Zadanie 2.
Dwa ryzyka charakteryzuja warto$ci parametru ryzyka odpowiednio A, i A, .

Generuja one w roku ilosci szkod odpowiednio N, i N,.

Momenty pierwszych dwoch rzedow z rozktadow warunkowych zmiennyciN, i N,
przy danych wartosciach A, i A, wynosza:

E(Ni /Al’AZ): Ay, E[VAF(Ni /A1’A2)] =s’, COV(NI’ NZ/Al’AZ): 0

natomiast o rozktadzie parametrow ryzyka\, i A, zaktadamy ze:

E(A,)=A, VARA,)=a%, COV(A,,A,)=0

Na podstawie obserwacji z jednego roku zmiennfigh N, przeprowadzamy
predykcje parametru ryzyka A, . Zaktadamy, Ze znamy wartosci parametrow a° oraz

s?, natomiast nie znamy wartosci A . Rozwazamy klase predyktoréw A, postaci:

A, =2z-N,+(1-2)-N,,
Znajdz tg warto$¢ parametru z ktoéra minimalizuje blad sredniokwadratowy
predyktora.

a
A Z=
A s’ +a’?
2
a
B zZ=
(B) 2s” +a°
s’ +a?
c) z=->"9%
© 2s? +a’
D) 28’ +a’
2s” +2a’®
s’ +2a”
E I=————
) 2s? +2a?
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Zadanie 3.
Niech:

Sy =Y+ Y+ 4 Yy

bedzie taczna wartoscia szkod z portfela n ryzyk, w ktdérym N(n) ma rozklad
Poissona z warto$cia oczekiwana n- A1, gdzie A jestczestotliwoscia szkod na jedno
ryzyko. Przy danej wartosci czynnika inflacji cenowej | zmienneY; sa niezalezne
nawzajem oraz od Zmiennéjl(n), z wartoscia oczekiwana rowna E(Yi/l ): I - uy

oraz wariancja VAI{Yi /1 ): |?.0% <. Czynnik inflacyjny jest zmienna losowa
(oczywiscie niezalezng od zmiennej N(n)), o rozktadzie logarytmiczno-normalnym
takim, ze In(I ) ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej 0,09 i wariancji 0,0004.

Wspotczynnik zmiennosci zmiennej S, to znaczy iloraz:

VARS)

E(S,)

przy rosnacych nieograniczenie rozmiarach portfela, a wigc przy n— o dazy do:

(A) 0.05
(B) 0.03
(C) 0.2
b) O

(E) brak danych, abydzieli¢ odpowiedzi liczbowej
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Zadanie 4.
Laczna warto$¢ odszkodowan z pewnego portfela ryzyk ze szkod danego roku wynosi
Xo+ X, gdzie X, to odszkodowania wyptacane jeszcze w tym samym roku, zas X,

to odszkodowania do wyptacenia w latach nastgpnych (rezerwa).
Zaktadamy, iz X, i X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach Gamma z

parametrami odpowiedni@x,, ) oraz(a,, A), to znaczy gdzie gestosci na potosi
dodatniej sa postaci:
fi(x):ﬂ—m-x““l-exp(—ﬂ-x) i=0,1

F(Oli)
Tak o, jak i a; sa liczbami wigkszymi od czterech (wspotczynniki skosnosci sa
mniejsze od 1)

X :
Wartos$¢ oczekiwana stosunku rezerw do wyplat dokonanych w roku E(X—l) WYNosi:

0

a
A —
a,
a
B 1
®
a, +1
(©) :
a,—1
o %t
Ay —3
E) —
Ay =3
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Zadanie 5.
Rozktad wartos$ci pojedynczej szkody Y jest mieszanka dwoch rozktadow
wyktadniczych, 1 na potosi dodatniej jego gestos¢ dana jest wzorem:

o 1, (0= fexd- X))+ 7[5 expl-3x)

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela w czasie ciaglym.

Tak wige szkody pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona z intensywnoscia A4, a

sktadka naptywa w sposob ciagty, przekraczajac o @ = 60% oczekiwany przyrost

facznej wartosci szkod, a wige intensywno$¢ sktadki wynosi ¢=160%- 4 - E(Y) .

Wiadomo, iz funkcja prawdopodobienstwa ruiny w tym modelu wyraza si¢ wzorem:
o W(u)=C,-exd-r,-u)+C,-exd-r,-u),

gdzier, orazr, to pierwiastki odpowiedniego réwnania.

Pierwsza czg$¢ zadania zostata juz wykonana - obliczano mianowicie, iz:
1 9
o I=—, r=—.

2 4
Wspotezynniki C, i C, funkcji W(u) wynosza:

9 1

A C, =— C,=—
(A) T 2 =16
13 2

B C, == C,=—
B) Y24 224
17 3

C C, =— C,=—
(C) 1= 35 2= 35
22 3

D C, =22 C,=—
() Y40 240
30 5

E C = C,=—
(E) = 2 =g
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Zadanie 6.
X;, X, oraz X, to trzy nezalezne zmienne losowe o tym samym rozktadzie, danym w

ponizszej tabelce:

X Pr(X = x)
0 0.7
1 0.1
2 0.1
3 0.1

Pr(X, + X, + X, < 3) wynosi:

(A) 0.836
(B) 0.842
(C) 0.848
(D) 0.854
(E)  0.860
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Zadanie 7.
Rozktad wartosci pojedynczej szkody 'Y jest rozktadem Pareto, takim ze ogon
dystrybuanty dany jest na pétosi dodatniej wzorem:

e 1-F/(x)= (ﬁja

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela w czasie ciagltym.
Tak wigc szkody pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona z intensywnoscia 4, a
sktadka naplywa w sposob ciagly, przekraczajac oczekiwany przyrost tacznej wartosci
szkod, a wige intensywnosé sktadki wynosi ¢ = (1+6)-1-E(Y), gdzied > 0.
Wiadomo, iz funkcj¢ prawdopodobienstwa ruiny mozemy wyrazi¢ w postaci:

« Y(u)=1-F (u),
gdzie maksymalna taczna warto$¢ straty L mozemy przedstawi¢ jako zmienna o
rozktadzie ztozonym:
L=1,+...+1,

gdzieN ma rozktad geometryczny o ilorazie postgpu 19 ,za$ |, to kolejna

wysokos$¢ drabinowa (wysoko$¢ kolejnego ,,tapnigcia” ponizej dotychczas
osiagnig¢tego minimum procesu).
Jesli przyjmiemy, ze parametry rozkladu zmiennej Y wynosza:

o y=10, a =4,

to Pr(lp%j wyniesie:

®w
®
©
© =
®
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Zadanie 8.

Wartos$ci pojedynczych szkéd sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
Gamma o parametradk, 3) rownych(3,1), to znaczy o gestosci okreslonej na
potosi dodatniej wzorem:

fY(x):%-x2~exd—x),

1 ponadto niezaleznymi od ilo$ci szkdd w ciagu roku, ktora to ilo§¢ ma rozktad
Poissona z warto$cia oczekiwang rowna 12.

Laczna warto$¢ szkdd w ciagu roku przyblizamy przesuni¢tym rozktadem Gamma o
parametracf(xo, g, ,BO), a wigc rozkladem, ktéry ma zmienna losowa (X + XO), jesli

sama zmiennX ma raktad Gamma (ao, Bo ) Parametry wybieramy tak, aby rozktad
aproksymujacy i aproksymowany miaty te same momenty pierwszych trzech rzgdow.
Parametry rozktadu aproksymujacego (XO, a,, ,BO) WYnosza:

(A) X, = —36; a, =144; Po=2

(B) X, =—216; «@,=2304; p,=04

C) x =172 a,=576; p,=02

(D) x,=9.71, a, =4.8; S, =0.183

(E) x,=17.41;, @a,=240; p,=0.129
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Zadanie 9.
W pewnym portfelu ryzyk ubezpieczycielowi udaje si¢ rekompensowac sobie 30%
warto$ci pierwotnie wyptaconych odszkodowan w formie regresoéw. Oczywiscie
migdzy zaj$ciem szkody a wyptata odszkodowania wystgpuje opdzZnienie, a takze
regresy wystgpuja z opdznieniem w stosunku do wyptat odszkodowan.
e Rozktad opdznienia od szkody do wyptaty odszkodowania dany jest
wspolczynnikami:

W, =40%, w; =30%, =zasdla j>1 w, =1wj_l,
2
gdzie w; oznacza udziat wyptat odszkodowan dokonanych w miesiacu t+ j ze szkéd

zasztych w miesiacu t w catkowitej wartosci odszkodowan ze szkod z miesiaca t.
e Rozktad opdznienia od wyptaty odszkodowania do regresu z tego tytutu dany
jest wspéczynnikami:

r, =0%, r, =50%, zaSdla j>1 :Erj‘l’

gdzier; oznacza udziat regreséw uzyskanych w miesiacu 7 + | z tytutu

odszkodowan wyptaconych w miesiacu 7 w catkowitej warto$ci regresow z tytutu
odszkodowan wyptaconych w miesiacu 7 .

Rozktad op6znienia regresow w stosunku do wyptaty odszkodowan jest taki sam bez
wzgledu na to jak odszkodowanie byto opdznione w stosunku do zajécia szkody.

Niech net; dla j =0,12,... oznacza wyptaty netto (odszkodowania minus regresy)
dokonane w miesiacu t + | z tytutu szkod zasztych w miesiacu t, podzielone przez
catkowita warto$¢ odszkodowan za szkody z tego miesiaca. Oczywiscie zachodzi:
zz_ozonetj = 70%.

Wspotczynnik net, wynosi:

(A) 0.06

(B) 0.015
C) 0

(D)  -0.00375
(E) -0.0075
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Zadanie 10.
Ryzyko X ma rozktad Pareto taki ze ogon dystrybuanty dany jest na potosi dodatniej
wzorem:.
1-F, (x)= (L] , Z parametrami rownymi =10 oraza = 3.
7+ X

Rozwazamy trzy formuty sktadki:

e IL,(X)=E(X)+c-VARX) z parametrent > 0
o I,(X)=Fl(1l-¢) z parametrens < (0, 1)
o II,(X)= I: (1-F, (x)) dx z parametrens < (0, 1)

. . . , 1
Przyjeto warto$¢ parametru z pierwszej formuly rowna C = 5

Dobierz parametry oraz¢s tak,aby formutly druga i trzecia dawaty identyczna
wyceng ryzyka X co formula pierwsza, a wiec aby zachodzity rownosci:
Hl(x): Hz(x): Hs(x)

W e B 52
125 3
1 5
B ==, 5§=>
B) ¢ 3 3
© =B 55
125 9
1 2
D — = s5=2
D) ¢ 3 3
© o2 58
125 6

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 24 marca 2001 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacjd

[ERN

OO IN|O|(OID]IWIN
O|w|w|olo/m|w|o|m|>

=Y
o

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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