Matematyka ubezpieczen majatkowych 24.11.1997 r.

Zadanie 1. W kolejnych okresach czasu j =1, 2, 3 ubezpieczony, charakteryzujacy

sig parametrem ryzyka © , generuje N szkod. Dla danego © = 6 zmienne

N,, N,, N, sa warunkowo niezalezne i:

00"
n!

Parametr ryzyka w populacji ubezpieczonych przyjmuje wartosci: 1 lub 2.

Mamy do czynienia z dwuetapowym do$§wiadczeniem losowym:

e najpierw losujemy ubezpieczonego zgodnie z rozktadem prawdopodobienstwa
Pr(®@=1)=0.5="Pr(® = 2)

e nastgpnie obserwujemy liczby generowanych przez niego szkdéd N, 1 N,.

Pr(N, =@ =0)=¢ n=0,12,...

Staramy sig¢ przewidzie¢ liczbg szkdd w nastgpnym okresie, czyli N .
Jesli wiadomo, ze: N, + N, =2, to (warunkowe) prawdopodobienstwo tego, ze
N, =0 jest rowne:

(A) 050
(B) 037
(C) 029
(D) 025

(E) 023
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Zadanie 2. W pewnym ubezpieczeniu jedynie pewna czg$¢ szkdd jest zglaszana.
Niech K oznacza liczbe szkod zasztych, zas N — liczbe szkod zgltoszonych. Niech i
numeruje szkody zaszte. Niech teraz M, oznacza zmienng przyjmujacaq wartos¢ 1 gdy

i-ta szkodg zgloszono, — a warto$¢ 0 — gdy jej nie zgloszono. Wtedy:
N=M+M,+---+M,
Zalozmy, ze M, sa zmiennymi losowymi niezaleznymi nawzajem i od zmiennej K,

oraz iz zmienna K ma rozklad ujemny dwumianowy z parametrami (r, q), tzn.:
r+k-1
Pr(K:k)z( . J-(l—q)r-qk, k=0,1,...

Zaltdzmy takze, 1z dla wszystkich M, mamy:

Pr(M, =1)=1-Pr(M, =0)=g,.

Przyjmijmy ponadto oznaczenie: p =1-q oraz p, =1—g¢,.
Zmienna losowa N ma rozktad prawdopodobienstwa:

(A)  ujemny dwumianowy z parametrami (r, q- ql)

(B)  ujemny dwumianowy z parametrami | , —1 949 j
—q°p

. . . l-gq-
(C)  uyjemny dwumianowy z parametrami r‘ﬂ, q~qu

'I_Q'ql

(D)  uyjemny dwumianowy z parametrami | , q-q,+p- plj

(E)  inny niz uyjemny dwumianowy
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Zadanie 3. Liczba szkdd generowanych przez pewna grupe ryzyk w ciaggu miesiaca
ma rozktad Poissona z wartos$cia oczekiwang 33.33. Wysokos$¢ pojedynczej szkody ma
rozktad prawdopodobienstwa o warto$ci oczekiwanej 8 1 odchyleniu standardowym 6.
Wysokosci szkdd 1 liczby szkod w kolejnych miesiacach sa niezalezne. Niech S,
oznacza taczna warto$¢ szkod w ciagu roku.

Niech g bedzie liczba taka, ze Pr(S12 > q) =0095.

Jesli zastosujemy aproksymacj¢ normalna, to otrzymamy g rowne:

(A) 4000
(B) 4465
(C) 4329
(D) 3529
(E) 3715
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Zadanie 4. Proces nadwyzki ubezpieczyciela opisany jest przez klasyczny model:
U(l‘):u"i‘Cf—SN(t),

gdzie u jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnos$ci A,

S, = iX ; jest suma wyptat, gdzie pojedyncze wyplaty:
i=1

X, sazmiennymi losowymi niezaleznymi nawzajem 1 od procesu N (t) ,0
identycznym rozkladzie wyktadniczym z wartos$cia oczekiwana z .
Parametry procesu sa nastgpujace:
u=0, u=1, A=5.
Niech:
T inf{t>0: U(t)<0} oileU(t)<0dla pewnegot>0

_{ o0 w przeciwnym przypadku
Przypusémy, ze decydent postuguje si¢ funkcja uzytecznosci:

l—exp(— 0.5 -y) dla yeR

)4

1 dla y=ow
i zdecyduje si¢ na podjecie dziatalnosci ubezpieczeniowej, jesli stwierdzi iz:
EwU(T)))> w(0).

Warunek ten jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy:

(A ¢>75
(B) ¢>25
C)  ¢>10
D) ¢>5

(E)  dla zadnych c nie jest spetniony
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Zadanie 5. Laczna warto$¢ szkod S wyraza si¢ wzorem:

S=X,+--+X,

gdzie warto$ci poszczego6lnych szkod (X, to wartos¢ i-tej szkody) sa zmiennymi
losowymi niezaleznymi nawzajem oraz od zmiennej N (liczby szkod). Kazda ze
zmiennych X, ma rozktad wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej 2, za§ N ma rozktad

geometryczny z ilorazem postgpu 0.5.
Pr(S < 41n5) wynosi:

(A) 09
(B) 08
©) 06
(D) 0.5
(E) 03

Wskazowka: Zauwaz, zZe funkcja tworzqca momenty zmiennej losowej S jest postaci:

p+(1-p)——
a—t




Matematyka ubezpieczen majatkowych 24.11.1997 r.

Zadanie 6. Laczna warto$¢ roszczen S wyraza si¢ wzorem:

S=X,+--+X,

gdzie warto$ci poszczegolnych roszczen (X, to wartos$¢ i-tego roszczenia) sa

zmiennymi losowymi niezaleznymi nawzajem oraz od zmiennej N (liczby szkod).

Wiemy, ze N ma rozklad Poissona z parametrem intensywnosci 5. Wartosci

pojedynczych roszczen maja rozktad:

Pr(X, =1)=0.6

Pr(X, =2)=04.

Przypusémy, ze:

e roszczenia opiewajace na kwote 1 oddalane sg z prawdopodobienstwem 1/3, za$
uznawane (i pokrywane) w petni z prawdopodobienstwem 2/3 ;

e roszczenia opiewajace na kwote 2 oddalane sg z prawdopodobienstwem 1/2, za$
uznawane (i pokrywane) w petni z prawdopodobienstwem 1/2.

Dzieje sig tak dla kazdej szkody niezaleznie od innych szkéd. Niech S oznacza laczna

warto$¢ roszczen uznanych.

Pr(§ > 3) Wynosi:

(A) 1—[1+§+ij-e5

o2
(B) 1-6-¢
C) 1-6-¢°
(D) 1-5-¢°
(E) 1—[1+%+3§!j-e‘3
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Zadanie 7. Rozwazmy klasyczny model Buhlmanna teorii wiarogodnosci
(credibility).

Zmienne: X, (jzl,...,p), (izl,...,n)

oznaczajg warto$¢ szkdd z j-tego kontraktu w i-tym roku, za§ © ; oznacza parametr
strukturalny dla j-tego kontraktu. Niech 4, bedzie taka liniowa funkcja zmiennych
X, (zawierajaca stala), ktora jest najlepszym nieobciazonym predyktorem zmiennej
losoweJ y(@ ) To znaczy, ze:

(*) E(ﬂj_ﬂ(®j))zo

oraz ze [, minimalizuje btad sredniokwadaratowy predykeji:

(* *) E l ,u ; J min

wsrod funkcji hnlowych spetniajacych warunek (*)

Kowariancja predyktorow dla kontraktu nr 1 i kontraktu nr 2: CO V(,[tl, i, ), wyraza

si¢ wzorem:
2 2 2
S s -a
A —+——
n o n-a +s
(B) s° L s*-a’
n-p p n-a+s’
<€ o
s’ 1 32 a2
(D) =

(E)

Model Buhlmanna. Zatozenia i oznaczenia.
e=(0,....0,),
uo,)=E(x, /e), o©,)=V4aR(x,,/0),
COV(X X,,/0©)=0dla (i #k)

s°

jio £(o2(o )) a :VAR(/U(@j))’

Flulo ).

COV( (©,) u©,))=0 da (j=k),
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Zadanie 8. Wartos¢ szkody jest zmienna losowa X o rozktadzie jednostajnym na
przedziale [O, 12]. Kontrakt ubezpieczeniowy jest opisany funkcja / (x) : jest to

wysoko$¢ odszkodowania wyptacanego w przypadku wystapienia szkody x.
Rozpatrujemy wszystkie kontrakty spetniajace dwa warunki:

e 0<%/ (x) <Xx

o E[I(X)]=15

Najmniejsza mozliwa warto$¢ VAR[X — (X )] wynosi:

A) 1
B) 3
©) 3.75
(D) 4
(B) 12
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Zadanie 9.  Dla pigciu kontraktow ubezpieczeniowych, liczba szkod zaistniatych w
ciagu trzech lat wyniosta:

(98]
I
W

Numer kontraktu j 1 2
Zaobs. liczba szkod N, 1 2 0 2 0

Zaktadamy, ze liczba szkdd N, dla j-tego kontraktu jest zmienng losowa o rozktadzie
dwumianowym o parametrach (3, 0 j) - szkoda moze wystapi¢ tylko raz w ciagu
kazdego z lat, z prawdopodobiefistwem 6, . 4 priori zaktadamy, ze 6,, ..., 05 sa
realizacjami niezaleznych zmiennych losowych @, ..., ® o jednakowym rozktadzie
danym gestoscia:
”(9):{(a+1)-(1—9)" dla 6e(0,1)

0 w przeciwnym przypadku
5
=5
Wartosci (631, 92, 93, 94, és) estymatorow bayesowskich parametrow © ; postaci:
éj =E (®j ‘N j )

Wynosza:

Dobrano parametr a tak, ze E (G) j)

A (.2.0,3,0)
®  (.4449)
© 6
D)  (5.£.0,2,0)

EB)  (,4,4.4.9)
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Zadanie 10. Portfel ryzyk sktada si¢ z dwdch niezaleznych podportfeli. Liczba szkod
w podportfelu i (i = 1, 2) jest zmienng losowa N, o rozktadzie Poissona (4, ), za$

wysokos¢ pojedynczej szkody wynosi b, (w ramach danego podportfela jest to

warto$¢ nielosowa). Niech:

A, =120, b =1;

A, =30, b,=3.

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja z rozktadu warunkowego tacznej wartosci szkod z
catego portfela

- jesli wiadomo, ze N, + N, =200 -

WYnosi:

(A)  warto$¢ oczekiwana = 280; wariancja = 128
(B)  warto$¢ oczekiwana = 210; wariancja = 390
(C)  warto$¢ oczekiwana = 280; wariancja = 280
(D)  warto$¢ oczekiwana = 200; wariancja = 200

(E)  warto$¢ oczekiwana = 280; wariancja = 520

10



Matematyka ubezpieczen majatkowych 24.11.1997 r.

Egzamin dla Aktuariuszy z 24 listopada 1997 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 C
2 B
3 D
4 C
5 A
6 B
7 D
8 C
9 C
10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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