Zadanie 1.

W tabeli ponizej znajduja si¢ dane o wartosci sktadki przypisanej w pewnej grupie
ubezpieczen, w styczniu i lutym roku 2022 acznie oraz w kazdym z kolejnych
kwartatow roku 2021. W grupie tej mamy wylacznie polisy 12-miesigczne.
Zaktadamy, ze sprzedaz wewnatrz kazdego z wyr6znionych podokresow przebiega
réwnomiernie. Zaktadamy takze, ze ryzyko szkod w cyklu waznosci kazdej polisy
rozklada si¢ rownomiernie. Zakladamy dla uproszczenia, ze kazdy miesiac liczy tyle
samo dni.

Rok 2021 2022
podokres Ql Q2 Q3 Q4 Sty+luty
Sktadka przypisana 27min [30min |27 min [30mln |21 min

Rezerwa sktadki wyliczona na koniec lutego na podstawie tych danych i przyjetych
zatozen 1 uproszczen wynosi:
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Zadanie 2.
Oznaczmy przez N liczbg wszystkich szkod ktore wydarzyly si¢ w ciggu roku, zas
przez K liczbe tych sposrod nich, ktore zostaty zgloszone jeszcze przed koncem tego
roku. Niech M,M,,M,... oznaczaja zmienne sygnalizujace zgloszenie przed koficem
roku (wartos$cig jeden) lub zgloszenie po zakonczeniu roku (wartoscig zero) kolejnych
szkod. Mamy wiec:

o K=M+M,+..+M,.
Zaktadamy przy tym, ze N, My, M5, M3, ... sg niezalezne, oraz ze:

e N ma rozklad dwumianowy o parametrach (n, q),

e M, M;, M3, ... maja taki sam rozktad dwumianowy o parametrach (1, Q).
Przy zatozeniu, ze n = 20, q = 1/5, oraz Q = 1/2, warunkowa warto$¢ oczekiwana
liczby wszystkich szkdd, pod warunkiem ze liczba szkod zgloszonych w ciggu roku
wyniosta 4, a wigc E(N|K = 4), wynosi:
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Zadanie 3.

W procesie zgtaszania 1 likwidacji szkod kazda szkode charakteryzuje para
zmiennych (T, D), gdzie T oznacza moment zgloszenia szkody, za$ (T + D) moment
jej likwidacji.

Rozwazmy szkode, ktorej] moment zgloszenia ma rozktad jednostajny na odcinku
czasu (0,4). Zat6zmy iz czas likwidacji (a wigc zmienna D) jest od momentu
zgloszenia niezalezny 1 ma rozktad czteropunktowy, w ktorym kazda z wartosci

{1, 2, 3, 4} pojawia si¢ z takim samym prawdopodobienstwem rownym Y.

Warunkowa warto$¢ oczekiwana czasu likwidacji szkody, pod warunkiem ze szkoda
w momencie czasu t = 4 ma status szkody zgloszonej oczekujacej na likwidacjg, a
wiec:
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Zadanie 4.
Zmienne X, oraz X, oznaczaja laczng wartos$¢ szkod z pewnej grupy ryzyk w dwoch

kolejnych latach. Zmienne te sg (przy danej wartosci A parametru ryzyka A)
zmiennymi losowymi warunkowo niezaleznymi, o rozktadach ztozonych Poissona z
takg samg oczekiwang liczbg szkod A i takim samym rozkladem wartosci pojedyncze;j
szkody Y, o charakterystykach:

. E(Y)z,uy, var(Y)=o;.
Parametr ryzyka A ma rozklad, o ktérym wiemy, ze:
. E(A)z,u,\, var(A)=o; .

Rozwazamy predykcje X, oparta na zaobserwowanej liczbie szkéd N, oraz acznej
ich wartosci X, z poprzedniego roku. Zakladamy przy tym, ze znamy wartosci

r 2 2
parametrOw u, , oy, i, Oraz o .

Wsrdd liniowych nieobcigzonych predyktorow postaci:
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poszukujemy predyktora najlepszego (BLUP), dobierajac wspotczynniki z, oraz z,
tak, aby zminimalizowac blad sredniokwadratowy predykcji:

e E{x,-LUP(x|N,, X, )}
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Zadanie 5.
Dany jest ciag liczb {q] ,qz,...,q”} z przedziatu (0,1). Rozwazmy dwie zmienne

losowe:

o Y - orozkladzie dwumianowym i parametrach (n,c? ) gdzie ¢ = qu[
n o

o Z - ktorej warunkowy rozktad (przy danej warto$ci ¢ zmiennej losowej Q) jest
rozkladem dwumianowym z parametrami (n, q), za$ zmienna Q ma rozktad n-

punktowy taki, ze Pr(Q =gq,) = L ,i=12,...n
n

Wariancje tych dwoch zmiennych zwigzane sg rownoscia:
n
var(Z) = var(Y) + aZ(qi - q)?
i=1

Stata a wystgpujaca w tej rownosci wynosi:
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Zadanie 6. Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki z zerowa nadwyzka poczatkowa:
U(t) =ct — Zgitl) Yy, gdzie:

e ¢t jest sumg sktadek zgromadzonych do momentu ¢,

e N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 4

e warto$ci szkod Y3, Y,, Vs, ... sg 1.1.d, niezalezne od procesu N(t).
O rozktadzie warto$ci pojedynczej szkody wiemy, ze:

o Pr(Y,€f0,10)=1,

e E(Y)=4.
Wiemy tez, ze ¢ >4A4.
Przy tych zatozeniach warunkowy rozktad deficytu w momencie ruiny (pod warunkiem
ze do ruiny dojdzie) nie jest doktadnie znany. Daje si¢ jednak okresli¢ zbior wszystkich

mozliwych wartosci, jakie moze przyjac¢ wartos¢ oczekiwana tego rozktadu. Ten zbior
to przedziat:
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Zadanie 7.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =u+ct — Sy, gdzie:

e u tonadwyzka poczatkowa
ct to suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,

S, = Z Y, to taczna wartos¢ szkod zasztych do momentu ¢,

i=1
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A
warto$ci szkod Yy, Y,, Y3, ... s3 1.1.d, niezalezne od procesu N (t).
c=(1+6)-1-E(Y,), 6>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
L:=suplu—U(t)}

t>0

daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozkladzie ztozonym:

L=, ¥, e Filyes (L=0 gdy N=0),
gdzie /, jest zmienng okreslong, gdy nadwyzka spadnie ponizej u, i rowna jest wtedy:
L=u-U(),

gdzie t, to moment czasu, kiedy po raz pierwszy do takiego spadku doszto.

Wiadomo, ze jesli doszto do ruiny, wtedy istnieje taka liczba K e {1,2,...,N } 7€
L+L+..+l,>u oraz L+l +..+l, <u
Innymi stowy, K oznacza kolejny numer tego spadku, przy ktorym nastgpita ruina.

Jesli @=1/5, oraz u =2, oraz jesli wiadomo, ze ruina nastapita przy czwartym spadku,
to oczekiwana liczba spadkéw pod tymi warunkami:
E(N|L>u,K =4)

WYynosi:
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Zadanie 8.

Przy danej warto$ci A parametru ryzyka A kierowca zglasza szkody w liczbie N o
facznej wartosci X. Laczna wartos¢ szkod X ma ztozony rozktad Poissona z oczekiwang
liczbg szkod réwna A oraz oczekiwang wartoscia pojedynczej szkody rowna (10 + A).

Parametr ryzyka A w populacji kierowcoOw ma rozktad Gamma (2,10) o wartosci
oczekiwanej 0.2 1 wariancji 0.02.

Z populacji losujemy niezaleznie n kierowcow, ktorzy zgtaszaja odpowiednio liczbe i
taczng wartos$¢ szkod: (Ny, X;), (N,, X5), ..., (N, X3).

Zmienna losowa Y, rowna:

X1+Xo++Xn _]Céll N,+N,+ -+ N, >0, lub:
Ni+Ny+-+Np

® Zero jesi Ny + N, + -+ N, =0
interpretujemy jako $rednig warto$¢ zaobserwowanej szkody. Granica stochastyczna
tej zmiennej gdy n — 00 wynosi:
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Zadanie 9.
Liczby szkod N,,...N,,, N,; w kolejnych latach s3 warunkowo (przy ustalone;j

wartos$ci ¢ parametru (), niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie dwumianowym z parametrami (1, ¢), a wigc przyjmujg wartos¢ 1 z

prawdopodobienstwem ¢, za$ wartos¢ 0 z prawdopodobienstwem (1—g¢g). Parametr
ryzyka Q jest zmienng losowg o gestosci na przedziale (0, 1) okreslonej wzorem:

o folx)=4-(1-x).
Niech N =N, +...+ N,, oznacza liczbg szkod ktore wydarzyly si¢ w ciggu pierwszych

dziesigciu lat. Warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby zachodzita nieréwnos¢:
o var(Nll ‘Nl,...,N,0)> var(Nll )

jest postaci:
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Zadanie 10. Niech taczna wartos¢ szkod:

e W=Y+Y,+--+Yy
ma zlozony rozktad Poissona. Momenty rozktadu wartosci pojedynczej szkody
WYynosza:

e E(Y;)=1/3,

o E[(Y)?]=1/3.
Wiemy takze, ze momenty nadwyzki wartosci pojedynczej szkody ponad udziat
wihasny w wysokosci 1 wynosza:

e E[(; -1),]=1/24,
o E{[(v; -1),]*}=1/12.
Niech teraz Wy oznacza taczna wartos¢ szkod ucietych do wysokos$ci udziatu
wlasnego wynoszacego dla kazdej szkody 1, a wigc:
e W, =min{Y;,1} + min{Y,, 1} + ...+ min{ Yy, 1} ;
Wobec tego kwadrat wspotczynnika zmiennosci zmiennej Wy, a wigc:
var(Wy)

[E(Wy)]?

Wynosi:
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