Zadanie 1.

Kazdej jednostce z pewnej'populacji przydarzaja si¢ szkody zgodnie z procesem
Poissona z intensywnoscig A (rocznie), pod warunkiem ze parametr ryzyka A
charakteryzujacy t¢ jednostke wynosi A. Znamy pierwsze tzy momenty rozkladu
zmiennej A w tej populacji: '

EA=02, E(A?)=0.1, E(A’)=0.08.

Niech N oznacza liczbe szkéd wygenerowang przez (losowo wybrang z te] populacji)
jednostke w ciagu dwoch kolejnych lat. Moment centralny trzeciego rzedu zmienne]

N wynosi:
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Zadanie 2.
Rozwazamy model nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym:
U,=u+X; + X3+ X,, gdzie:
o uto nadwyzka poczatkowa (nieujemna);
s 2. XnXs - sfiddd reprezentuja roznice pomiedzy wptywami ze sktadki a
wydatkami na odszkodowania w kolejnych latach;

rozktad zmiennej X jest pigciopunktowy:
Pr(Xl = 3) = D3>
Pr(Xl = 2) =P
Pr(Xl - 1) = P1>
Pr(Xl = 0) = Po»
Pr(X; =-1)=1—po —P1— P2~ P3
Niech N = min{n: U, < 0} oznacza czas ruiny.
Przyjmijmy, ze parametry procesu wynosza: po = P1 =~ p, =p3 = 1/12, oraz
u = 9/2. W tych warunkach ruina jest pewna, a wigc Pr(N < ) = 1. Wobec tego
oczekiwany czas do ruiny E(N) jest wielkoscia dobrze okreslona, i Wynosi:

A) 30
(B) 25
©) 21
(D) 18
(E) 15

Wskazéwka: zauwaz, ze przyrosty nadwyzki sq liczbami catkowitymi, a przyrost
ujemny moze wynies¢ jedynie -1.
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Zadanie 3.
Wiadomo, ze zmienne losowe N,,N,,

N, sq niezalezne, i maja rozk}ady okreslone na
sbiorze liczb catkowitych nieujemnych, spelniajace zaleznoscl rekurencyjne:

Pr(N, = k) =%-Pr(Nl —k=1), k=123,
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Wobec tego Pr(N, + N, + N; =3) Wynosi:
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Zadanie 4.
Proces pojawiania si¢ szkod startuje w momencie 7; =0. Niech T, oznacza moment

zajscia n-tej szkody. Poniewaz szkody numerujemy wediug kolejnosci zajécia, wobec
tego zachodzi 0< T} <7, <... . :
Wyptata odszkodowania za n-t3 szkode nastgpuje W momencie 7, + D, . Zatézmy, 1Z

zmienne losowe: T, (T2 - T,), (T3 - Tz),
oraz: D, D,, Ds,
sa wszystkie nawzajem niezalezne i maja identyczny rozklad wyktadniczy o wartosci

oczekiwanej rownej 1.
Prawdopodobienistwo, iz dla pewnego ustalonego n wyplata odszkodowania za szkodg

n + 2 -ga poprzedzi wyplate odszkodowania za szkode n-ta wynosi:
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Zadanie 5.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem cigglym:

o skumulowana warto$¢ szkod S (t) jest procesem zfozonym Poissona, w ktorym

intensywno$¢ pojawiania sie szk6d wynosi 4 = 100, zas rozklad wartosci
pojedynczej szkody dany jest na po6tosi dodatniej ggstoscia:

Iy (x) = 1% exp(— %xj + 3 exp(— L x)

8
o intensywnos¢ sktadki (naptywajacej] W sposéb ciagly) wynosi ¢ =750,
Wiadomo, ze przy takich zatozeniach funkcja prawdopodobienstwa ruiny (jako
funkcja wysokosci nadwyzki poczatkowej u) jest postaci:

\P(u) =q, exp(— ru)+a, exp(- rzu) 5

Suma parametrow tego wzoru (a, + a,) wynosi:
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Zadanie 6.
W pewnym ubezpieczeniu szkody zawsze likwidowane sa nie pozniej, niz w roku

nastepujacym po roku zaj $cia. Niech X, , oraz X, oznaczaja laczna wartos¢ szkod
zaistniatych w roku z, a likwidowanych w tym samym roku oraz W roku nastepnym,
odpowiednio. Mamy w dyspozycji probke obserwacji z lat t =1,2,...,7n:

. X1,0>X1,13XZ,O’X?_,I9“'>Xn,0’Xn,l .
Zakladamy, ze wszystkie powyzsze zmienne sg niezalezne, i maja rozktady Gamma o

parameétrach:
X, o ~T(eh)> fel2 . ..,

X, ~T(a,B) t=12,..n.

Nie znamy wartosci parametrow (&, B), w istocie jednak interesuje nas jedynie

)

parametr 1, ==
o, +Q

Rozwazamy dwa estymatory t€go parametru:

n
n X 5 ZXI.O
B i 1 1,0 - =1
Ho = ;Z——————X X , oraz U, =-—, -
L=l <210 1,1
ZXI,O + Xr_l
=1 t=1

Stosunek wariancji tych estymatorow:
var(i)
var(i,)

Wynosi:
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Zadanie 7.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela:

Ut = u+c-t—38(1)

gdzie:

e u—to nadwyzka poczatkowa,

e S(t) - to faczna wartosc szkéd do momentu #, tworzgca zlozony proces Poissona z

parametrem czgstotliwosci A, z wykladniczymi szkodami o wartosci oczekiwanej
1/ :
114

o Parametr intensywnosci sktadki wynosi ¢ = F)E

Wiemy, ze przy aktualne] wysokosci kapitatu poczatkowego u speiniony jest
warunek:

o WY(u)=1/5.

Udzialowcy postanowili zwickszy¢ nadwyzke poczatkowa dwukrotnie. Po tej zmianie
prawdopodobienstwo ruiny ¥(2u) wyniesie:
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Zadanie 8.
W pewnym ubezpieczeniu mamy do czynienia z ciagtym, liniowym wzrostem liczby

ryzyk w portfelu, co wyraza zatozenie, iz zmienna 7T, € (0,1) wyrazajaca moment
zajécia losowo wybranej szkody z tego portfela w ciggu roku (o ile oczywiscie do
szkody dojdzie) ma rozktad dany gestoscia:

4 2
f;(t)—§+—5-f.

Niech 7, oznacza odstgp W czasie od momentu zajécia szkody do jej Jikwidacji.
Zmienna ta ma rozklad wykladniczy z wartodcia oczekiwang réwna 2 (lata).

Zakladamy ze zmienne losowe 7, oraz T, sa niezalezne. Prawdopodobiefistwo, iz

szkoda wybrana losowo sposrod tych, ktére zaszly w ciggu roku, pozostanie nie-
slikwidowana na koniec tego roku, z dobrym przyblizeniem wynosi:
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Zadanie 9.

W pewnym ubezpieczeniu proces pojawiania si¢ szkod jest procesem Poissona z
oczekiwana liczbg szkod w ciggu roku réwna 2, a wartosci poj edynczych szkod
(niezalezne nawzajem i od procesu pojawiania si¢ szk6d) maja rozklad ciggly o
gestosci rownej 1 na przedziale (0,1).

Ubezpieczony stosuje nastepujaca strategi¢ zgtaszania szkdd w ciggu roku:

o Nie zgtasza szkod, dopoki nie zdarzy mu si¢ szkoda o wartosci przekraczajacej /2

o Zglasza pierwszg szkodg, ktora przekroczyla wartos¢ 72, po czym zglasza '
ewentualne nastepne szkody bez wzgledu na to, jaka jest ich wartosc.

Charakter ubezpieczenia jest przy tym taki, ze decyzja o niezgtoszeniu danej szkody
jest nieodwotalna — nie ma wigc mozliwosci zgloszenia danej szkody dopiero wtedy,
kiedy zajdzie ktoras z nastepnych szkod.

Oczekiwana warto$é szkod zgtoszonych w ciggu roku z tego ubezpieczenia wynosi (z
dobrym przyblizeniem):



Zadanie 10.
Pewien podmiot posiada wyjéciowy majatek o wartos$cl w,
Strata X jest zmienng losowa 0 rozktadzie dwupunktowym:

Pr(X =1)=¢q, Pr(X =0)=1-¢

i narazony jest na stratg X.

Rynek ubezpieczeniowy oferuje kontrakty ubezpieczeniowe wyplacajgce aX za
szkode w wysokosci X dla dowolnych € (0,1], w zamian za skladke w wysokosci

1+0)-q-a.

Podmiot ten postepuje racjonalnie, a w swoich decyzjach kieruje sig maksymalizacjg
oczekiwanej uzytecznos$ci, przy czym jego funkcja uzytecznosci jest postaci:
u(x) = —exp(—x) .

se =1/8, za§ g =1/9, wtedy podmiot, 0 ktorym mowa, osiggnie

Jesli zatozymy,
kontrakt z pokryciem réownym

maksimum oczekiwanej uzytecznosci wybierajac
(wybierz najlepsze przyblizenie):
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